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本 書 が 属し て いる シリ ー ズ “大 学 へ の 数 学 ニ ュー アプ ロー チ ” 
は , 姉妹 編 , 数 学 I, 数 学ん 人 の は し が き で 述べ た よう に , ふた つ 
の キー ワー ド の それ ぞ れ に 象徴 され る 次 の ね らい を も っ て いる 。. 

その 第 一 は , 数 学 に 関す る か ぎり 大 学 受 験 で の 成功 に 自信 が 持 
て る 学力 を , 将来 の 発展 に つなが る 正統 的 な 勉強 に より 身 に つけ 
よう と する 諸君 の お 役に立つ こと で ある 。. 

第 二 は , その よう な 高い 水準 に 到達 する た め の 読 者 の 負担 が 最 
小 化 さ きれ る よう に , すなわち , 読者 の 努力 が 効率 よく 活き , 才能 
が 引き 出さ きれ る よう に 題材 お よび 表現 の 工夫 を こら し て の ニュ ー 
アプ ロー チ (新しい 近づき 方 ) を 提供 する こと で ある 。. 


一 流 の 大 学 一 そこ で は 現代 数 学 の 研究 者 で ある 教授 達 が 数 学 の 
出題 を 行なう 一 の 入試 に 関し て は , 高校 数 学 の 範囲 で あっ て も , 
浅 薄 な 「 技 」 や 「 術 」 を 頼る べき で は な く , や は り , 正統 的 な 理 
論 を 理解 し , 筋目 の た だ し い 問 題 解決 力 を 身 に つけ る こと が 成功 
へ の 王道 で ある , また , こう し た 勉強 が , 理系 の みな ら ず 文系 の 
諸 専門 に 進む 場合 に も , これ か ら の 社会 で 尊重 され る 数 学 的 な 知 
性 の 育成 に つなが る は ず で ある 。. 


"東大 へ の 解析 , 解析 II” と し て 誕生 し た , 大 学 へ の 数 学 シリ 
ー ズ は すでに 40 年 余 の 歴史 を 持っ て いる . 幸い に , 大 学 へ の シリ 
ー ズ に こめ た 。” 正統 的 な 勉学 に よる 実力 の 育成 を "” と の 我々 の 主 
張 は 、 進 学校 の 真剣 な 先生 方 の 評価 , お よび , 気力 と 志 に 富ん だ 
高校 ・ 受 験 生 の 支持 を 一 貫 し て 受け 続け た の で あっ た . "この 伝統 
的 な 長所 は 今回 の シリ ー ズ で も 確保 し た つも り で ある . 

一 方 ,. セン ター 試験 が 高校 生 の 心配 事 と し て 先行 する 現実 の も 
と で は , 理論 体系 に 員 実 な あめ あまり, あるいは 性 急 な 完全 主義 に よ 
り , 難 行 苦 行 を 若い 諸君 に 強い る こと は 酷 で あり , 実際 的 で は な 
い . また だ , 数 学 の 優れ た 資質 を 備え た 生徒 の な か に も , 大 要 を 先 


WW 


に 理解 し て 後に 知識 の 掘り 下げ に 務め る の が 大 成 の 道 で ある タイ 
プ が 少な く な い . ニュ ー ア プロ ー チ か ら 入 る こと を すす め た い 場 
合 で ある . 

紙面 づく り に 関し て も , 視覚 的 な 情報 摂取 へ の 傾斜 が 著しい 今 
日 。 現代 風 な 体裁 に な れ た 読者 が な じみ や すい よう に と の 配慮 か 
ら ,“ ニ ュー アプ ロー チ ” で は , A 篇 の 簡素 化 , 活字 の 改善 、 視 覚 
的 な 印象 の 重視 , 発展 的 材料 の 巻末 章 へ の 分 離 な ど を 行なっ て い 
る . し か し , 最 重 要 部 分 で ある 問題 篇 の B 篇 で は , 従来 の スタ イ 
ル と 性 格 を 維持 し つつ 最近 の 動向 を に らん で の 更新 に 努め た . 


さて , 本 書 の 内 容 は , 数 学 IT の 単元 , すなわち , 座標 と 代数 計 
算 を 用 いて 図形 を 調べ る 解析 幾何 の 入門 部 分 。 い くつ か の 初等 関 
数 ( 指数 関数 ・ 対 数 関数 , 三角 関数 ) の 基本 性 質 , 多項式 に 対象 
を 限っ て の 微積分 法 の 初歩 に 関す る 解説 と 演習 で ある . これ ら の 
単元 を 学習 する 意義 と 目標 に つい て は , それ ぞ れ の 章 の 導入 文 を 
見 て 頂き た い が , ここ で ,。 つぎ の こと を 強調 し て お こう . 断片 的 
に な り が ちな 高校 数 学 の な か で ,。 いわ ゆる 解析 学 の 基礎 に 向け て 
の まとまり を 形作っ て いる これ ら の 単元 の 知識 (その 進ん だ 形 ) 
の 上 に , 古く は ニュ ー ト ン の 惑星 運動 の 解明 と いう 偉業 が な され , 
現在 で は , コン ピュ ー タ を 駆使 し て 先端 の 科学 技術 を 支え る 応用 
数 理 の 諸 分 野 が 構築 きれ て いる の で ある . 


最後 に , 表 だ っ て は 本 書 の 著者 陣 に 名 を 連ね て は いな い が , 若 
手 の 才気 と 活力 を 活か し て 貴重 な 寄与 を し て 下さ っ た 乙 藤 隆史 さ 
ん (東京 工大 ), 元 木 稔 さん ( 海 城 学園 高校 )、 谷川 雅子 さん (西武 
学園 文理 高校 ) に 感 席 し た い . また , この 機会 に , 日 本 の 社会 の 命 
運 に 関わ る 数 学 教育 の 重要 性 を 認識 し , 正統 な 数 学 の 学習 を 支援 
する 参考 書 の 刊行 と いう 難 事 を 遂行 し て いる , 研 文 書院 と その 代 
表 者 飯塚 信之 氏 に 敬意 を 表す も の で ある . 

1995 年 冬 


藤田 宏 長岡 亮介 長岡 恭 史 


本 書 の 特色 


本 書 は , 極め て 個性 の 強い 参考 書 で ある が , その 個性 を 短く ま 
と め る な ら , 


基礎 理論 の 解説 ・ 基 本 概念 の 説明 に 際 し て は , 大 学 の 立場 
に 立っ て 見 て も お か し く な い , きち ん と し た も の を 与え 
問題 演習 篇 に お いて は , 真 に 取り 組む 価値 の ある 良 問 を 理 
論 的 ・ 教 育 的 配慮 に 基づい て 体系 的 に 精選 ・ 新 作 し ,。 また < な 
ぜ そ の よう に 解く か > が 伝わる よう か な 解答 ・ 解 説 を つけ た 


と いう こと で ある . さら に , 検定 教科 書 の 平板 な 叙述 に 飽き た ら 
な い 読 者 の た め に , 


上 級 の 理論 を 視野 に 入れ た 発展 的 解説 を も りこ ん だ 
の も , 他 書 に な い 特 徴 で あろ う . 


本 書 の 利用 法 


1′ A 基 礎 篇 で 知識 を 整理 し た 後に , B 篇 の 演習 問題 を 解く の が 
普通 の 学習 の 順序 で あろ う が , 必ず し も これ に こだわ る 必要 は 
な い . 現在 の 力 に 応じ て , 解け そう な B 篇 の 問題 か ら 手 を つけ 
る の も 良い 方 法 で ある . 


2” B 演 習 問題 の 学習 の 理想 的 な 形 は 。 まず 独力 で 問題 に 向かい ,。 
その 結果 を 本 書 の 解答 と 比較 する こと で ある . し か し ,。 読者 の 
現在 の 実力 に よっ て は , まず , 本 書 の 解 を 熟読 し , 解法 を 支え 
る 基本 的 な 考え 方 を し っ か り 理解 する と いう の も , 考え られ る 
使い 方 の 1 つ で あろ う . 実際 , 本 書 で 扱わ れる 問題 と それ に 対 
する アプ ロー チ の 考え 方 が 理解 で きる だ け で , 大 概 の 大 学 入試 
問題 は , 独力 で 解け る よう に な る は ず で ある 。. 
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A(@2) 
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人 AA]1.] 直線 上 の 分 点 の 座標 | 


直線 上 の 点 の 位置 を 実数 を 用 いて 表示 する と いう 数 直線 と 
座標 の 考え に つい て は 数 学 A 人 で 学ん だ . em 可 「 大 学 へ の 数 学 A 
ュー ア プ ブローチ 」p.2 

ここ で は , 数 直線 上 の 2 点 A,B の 座標 2。 が わか っ て いる 
と き , 線 分 AB の 中 点 の 座標 と か , 線 分 AB を 2:3 に 内 分 す 
る 点 P の 座標 が どう な る か 等 を 考え る . 


の ig の まこ 


+ ーー ニー サーーーーー + 


A@ の PG) B⑰ 
さて , そもそも , 点 P が , AB を 7 : (2 は 正 の 数 ) に 内 
分 する と は , 
P が 線 分 AB 上 に あっ て , し か も AP : BP=Z: 
と な る と いう こと と で ある . この 定義 か ら , 次 の 公式 が 導 か れる 。. 
[公式 ] 数 直線 上 の 異な る 2 点 2 ンー 
A(2, B(2) 


を 両端 と する 線 分 AB を %: 7 に 内 分 する 
点 P の 座標 > は 


ー 7@ 十 の 
72 十 7 “ 


0" この 公式 の 証明 に 入る 前 に , 数 直線 上 の 2 点 A(2), B()) 間 の 
B⑦ 距離 が 


AB= テ | 一 | 


le 一 と 表 さ れる こと を 確認 し て お こう . この 式 は 。 2。 5 


の 大 小 に 関係 な く 正 し い . 
1? 証明 :A(2)。B( の , P(z) より 
AP=| ァ ーg| 
BP=| ァ ー ム | 
で ある か ら , 
AP : BP テ 2 : 
と いう 条件 は 
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| レーg| | 2 ーー 0 ……… ① 
と 表す こと が で きる . 
いま 。 2 くめ で ある と 仮定 する と , P が 線 分 AB 上 
に ある 条件 は 
の < の S の 。。。。 表記 ニン oo ⑨ 
で ある . し た が っ て , A 2 半 ( 
|ーg| ニ ァ ーZ 2 の 
| ァ ー の | テー ァ 
で ある か ら , ① は 
( ァ ー の ) : (2 一 >) モ 1 27 0 0 tt 0 
と な る . ①' を , > に つい て 解い て 


B P A 
7( ァ ー の 6) 三 (一) ャ ーー ナー に 
『/4 
( 十 2)z 三 2 十 の 2 
_ 2@ 十 7 の 
72 十 2 『 


反対 に , > の 2 の 場合 に も , (*) の 右辺 が (一 1) 倍 き れる だ け で 
同じ 結果 を 得る . 

2" 娘 三 z 三 1 と する と , 中 点 の 座標 を 与え る 公式 z ニ 
と な る . 

3” 前 ペー ジ の 公式 を , 結果 を 暗記 し て 適用 する 際 に は ,。 分 子 の 


2,。 22 を と り 違 えな いよ うに 注意 が 必要 で ある . 実際 。 AB を 
2:3 に 内 分 する 点 と 3 : 2 に 内 分 する 点 と は 違う ! 


RS 
A( の ) B⑦ 
3:2 に 内 分 する 点 そこ 


4" 「 線 分 AB 上 に ある 」 と いう 条件 を , R 
「 線 分 AB の 延長 また は 線 分 BA の 延 一 に ーー ーー トー ュー を 
長 上 に ある 」 と 変更 する と , 外 分 を 考察 


- 7 
する こと と に な る . 外 分 点 は , 
如 シ 2 の と き は , 線 分 AB の 延長 上 al 
//4 
ぐみ の と き は ,。 線 分 BA の 延長 上 人 B 
に 来る . 


5” 上 の 公式 は , 以下 の よう に 修正 する と , 線 分 AB を %: ヵ に 
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外 分 する 点 の 座標 を 求め る の に も 使え る . 
実際 。 た と えば 線 分 AB を 2 : 3 に 外 分 する 点 P の 座標 > は 
AP : BP2 : 3 
より 次 式 を 満た す 
(2 一 ヶ ) : (ーー) テ 2 : 3 
ァ ー3g 一 2 の 96 
これ は , 上 の 公式 で の し 
72 デー2。 zz 三 3 
(ある い は , % 三 2。 デー3) 
と お いて 得 ら れる も の で ある 。. 
一 般 に , 次 の 事実 が ある . 


P(⑦) 人 A(6) B( の 


占 の 人 
AB を : ヶ に 外 分 する 点 の 座標 は 。 形式 的 に 0 
= ・ 代 か つ 点 2 
0 の と し て 内 分 点 の と き と 
9 同じ よう に 扱え ば よい . 
7 : 一 2 に 分 か つ 点 同 うに 扱え 3 


6" 「 内 分 点 』,「 外 分 点 」 を 総称 し て 「 分 点 」 と 呼ぶ . 


内 逢 隊 己 平面 上 の 点 の 座標 邊 


I. 基礎 事項 

平面 上 に 直交 する 2 本 の 座標 軸 。 すなわち , ヶ 軸 と ヶ 軸 と を 
導入 し て , 平面 上 の 点 P と その 座標 の 組 (x。 2) と を 対応 させ 
る 方 法 に つい て は , 中 学 で 学ん だ . 


1 特に こと わら な けれ ば , 軸 を 横 軸 。 ヶ 軸 を 縦 
軸 に と り , 軸 は 右 方 を 正 の 向き , ヶ 軸 は 上 方 を 
正 の 向き に と る . また , 普通 は ヶ 軸 上 の 単位 の 長 
さと ? 軸 の 単位 の 長き さと は 同じ に する . 

g を 座標 , 5 を ヶ 座 標 と する 点 P を, 
P(2,。 の , 点 (2,。 の , また は , 単に (2, の 
と 表す こと も 中 学 で 学ん だ . 


$1 A 篇 (基礎 理論 ら 


(1) 銀 限 
座標 が きめ られ た 平面 が 座標 平面 で ある . 
座標 平面 は 座標 軸 に よっ て 4 つの 部 分 に 分 けら タ 
れる . これ ら の 部 分 を 右 の 図 の よう に それ ぞ れ (第 2 象限 ) 》 
第 1 象限 第 2 象限 上 


(第 1 象限 ) 


第 3 象限 , 第 4 象限 x 軸 "”" r 
ら IS の (第 3 象限 ) (第 4 象限 ) 
1” どの 象限 も 境界 の 座標 軸 は 含ま な い の と 考え る が 普通 で ある . 
(2) 平行 移動 と 座標 
点 P(z, ヶ ) を x 軸 方 向 に 2 だけ, ? 軸 方 向 に 5 
だ け , 平行 移動 し た 点 を Q と すれ ば , Q(x 十 g,9 十 6) 
Q(z 十 2 ヶ 十 の ) り 


で ある . P(x, ヵ ) 6 
2" ここ と で, 2, 2 が 負 で ある 場合 に は , 実質 的 に , それ 


ぞ れ ヶ 軸 , ヶ 軸 の 負 の 方 向 , つ まり , 左 方 向 , 下方 向 


0 
へ の 平行 移動 に な る . “ = 
(3) 対称 な 点 の 座標 
点 (@2 の の z 軸 に 関し て 対称 な 点 は , 点 (2Z。 一 の ) で ある . 
点 (2。 の の 2? 軸 に 関し て 対称 な 点 は , 点 ( 一 2, の ) で ある . 
点 (2, の ) の 原点 に 関し て 対称 な 点 は , 点 ( 一 2,。 一 の) で ある 。. 
点 (2。 2) の 直線 ゥ = ニ ァ に 関し て 対称 な 点 は , 点 (2, 2) で あ 
2 の 
9 1 9 9 4 9 4 に 2 
(a, め ) (一 g, の (の < 
* ーー トー トー イー 00080 の 2 和 %(e の 
ae 0O| 5 6】 レ 2 上 
0) RI PJ 0 〆 WP の ラノ Y 
3 e-ー ジョ 
ロ (ーー6 め ) 2 
(gz, 一 5) 
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II. 平面 上 の 2 点 の 内 分 点 , 外 分 点 


平面 上 の 


[公式 ] 
平面 上 の 2 点 分 京 の 座標 


A( ヵ 。 )。 B(zs。 め ) 


を 両端 点 と する 線 分 AB を 7:7 に 内 分 す 
る 250E( の の) 5 の と 


9 22 十 77272 22 の 十 77222 
22 十 2 ” 72 十 22 


MA 1" 点 P が 線 分 AB を 米 : み に 内 分 し て いる と き , 

3 点 A, B, P か ら ヶ 軸 に 下 し た 垂 線 の 足 ( 垂 線 と 

ヶ 軸 と の 交点 ) を A。 B。 P' と お く と , 点 P' は 線 

分 AB を %: 7 に 内 分 する . これ ら に 数 直線 上 

の 分 点 の 座標 の 公式 を 適用 すれ ば , 上 の 公式 の 
[ Eo 座標 の 部 分 が 得 られ る . ( 左 図 ) 

LV 琴 Se ? 座標 につい て も 同様 


の |= ェ == 


OI つ 較 S3 を 。 ぬ 多 2" 三 王 1 と お く と 中 点 の 公式 と な る . 


[公式 ] 2 点 (が ), (2z。 め ) の 中 点 は 中 点 の 座標 


(うう が ) 
2 の 


3" 上 の 公式 を さら に 応用 する と , 3 点 A(zi。 み ), B(zz。 め ), 
C(zs。 ) を 頂点 と する 三角 形 の 重心 G の 座標 を 表す 公式 
か 十 22 十 が 十 十 
e( 1 9 が 1 生 ) 
が 得 ら れる . 導き 方 に つい て は , mW B.103 
4* 外 分 点 の 座標 も 上 の 公式 を “拡張 適用 "し て 求め 
られ る . すなわち 
“AB を 7: 7 に 外 分 する 点 を 求め る に は , 形式 的 
に 一 2 : 22 に 内 分 する 点 と し て 処理 すれ ば よい .” 
5* 異な る 2 点 A( ヵ , みみ)。 B(zz。 み ) を 通る 直線 
AB 上 の いか な る 点 P の 座標 (z。 2) も , 
ァ ー テ (1 一 の ヵ 十 女 > 
? 三 1 一 の 十 62 
と 表 さ れる (7 は ある 実数 ). 
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これ は 。 分 点 の 公式 で 


gs 
と お いた も の で ある . 
ヶ 王 0 の と き は , P は A に 一 致 
7 王 1 の と き は , P は B に 一 致 
0 く <7< く 1 の と き は , P は 線 分 AB 上 に ある 
7 く 0 の と き は , P は 線 分 BA の 延長 上 に ある 
all の と き は , P は 線 分 AB の 延長 上 に ある 


皿 . 平面 上 の 2 点 間 の 距離 


[公式 ] 平面 上 の 2 点 A(z。 )。B(z。 ぁ ) | “ 点 間 の 
の 間 の 距離 は 距離 


AB ニッ (ーー が i)^ 十 (ー の の) 


と くに , 原点 O(0, 0) と 点 P(z, ヶ ) の 間 の 
距離 は 


0OP=yz"+ の 7 


1” A, B か ら r 軸 , ヵ 軸 に 
下 し た 垂 線 の 足 を ,。 それ ぞ れ 


Am 語 BA Ts 1) 
と お け ば 
隊 | 一 ai| 
A7B" 王 | 一久 | 


と な る こと に 注意 すれ ば , この 式 は , 
“三平 方 の 定理 "に ほか な ら な い 、. 実際 , 
右 図 で 
AB*=AC* 二 BC* 
| 一 F 十 | ぁ ー 
三 (z 一 yy)" 十 (一 が 
AB= ッ (一 ) 十 ( ゅ ー み )"。 
2" 一 般 に , (2 一 の )* 三 (6ー2* で ある か ら ,。 上 の 公式 を 
AB= ソ ( ヵ ーzs)" 十 ( ー%/ 
と 書い て も よい . 要する に , 
y(x 座 標 の 差 )*†( ヶ 座標 の 差 )* 
を 考え れ ば よい わけ で ある 。. 
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A1. る 平面 上 の 曲線 の 方 程 式 邊 


ァ 。 ヶ 7 に つい て の 1 次 方 程 式 . た と えば , 2 ァ z 十 82 一 1 テ 0 を 考 
える と , これ は 
nA 
ヶ 三 3 っ 
と 書き 直せ る . 中 学 で 学ん だ よう に 。 これ は 傾き 一 人 ヶ 切 上 
の 直線 を 表す . つま り 方 程 式 2z 十 39-] ニ 0 を 満足 する か 


ヶ を 座標 に も つ 点 (>, ヶ ) の 集合 が この 直線 と な る の で ある . 
*, 2 に つい て の 方 程 式 は , 上 記 の よう な 1 次 方 程 式 の ほか に 
ァ デ 二 /“ 一 1。 り 三 5 本 
な ど , さま ざま な 形 の も の が ある が , いずれ も , 適当 に 整理 すれ 
ば , 右辺 が 0 の 形 に 変形 で きる . そこ で , >, y に つい て の 方 程 式 
は , つね に 
( ァ >。 ヵ ) テ 0 
と 表す こと が で きる 。. 
一 般 的 に いえ ば , >, ヶ に つい て の 方 程 式 (z。 7) ニ 0 が 与え 
られ た と き 
(>。 の ) 三 0 を 満た す x。 ヶ を 座標 に も つ 
点 ( 々 , 2) 全体 の 集合 
は , 曲線 に な る . この 曲線 の こと を , 
方 程 式 (x。 の)ー0 の グラ フ 


ある い は , 簡単 に 
曲線 (>, の) テ 0 
と 呼ぶ 、 ま た , 反対 に , 方 程 式 
が (z。 の ) 三 0 


の こと を , この 曲線 の 方 程 式 と いう . 

1" この よう な 場面 で , “曲線 ”? と いう と き , 直線 も その 一 種 と 見 な 
IiGIW る 。 

2" 万 (>。?) の 与え られ 方 に よっ て は , (>,。 2) 三 0 の グラ フ が 存 
在 し な い ( 空 集合 に な る ) 場合 も ある . 

[ 例 ] が (*。 テッ ァ 十 * 十 1 

3" 以下 に 見 る よう に , ヶ , ヶ の 1 次 方 程 式 は 必ず 直線 を 表し , 導 
に , 任意 の 直線 は , *。 y に つい て の 1 次 方 程 式 で 表 さ れる . 
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A ぬ 1.⑳ 直線 の 方 程 式 邊 


1 . 


直線 の 方 程 式 の 一 般 形 財 
中 学 で 学ん だ よう に , 

i) ヶ 軸 に 平行 で な い 直 線 は , 
傾き を 。 ヶ 切 訂 を 2 と し て , 
方 程 式 ヶ 三 xx 十 ヶ で 表 さ れる . 
ii) 2 軸 に 平行 な 直線 の 方 程 式 
は 切片 を た を と し て ニル で 一 っ ーー デー 
表 さ れる . 

この 両者 を まとめ , 統一 的 に 表す こと が で きる . すなわち 


直線 は , *z。 ヶ の 1 次 方 程 式 
g 十 の / 十 c デ 0 


OM9hGriue6 と と れ ば , 1 ) 
陸 主 昌 5 の B0 の 三 三 253 


で ある . 
この 逆 が 成り 立つ こと も 大 切 で ある . すなわち 。 
[定理 ] >。 ヶ の 1 次 方 程 式 直線 の 方 程 式 
の 一 般 形 


@ 十 の y 十 c 三 0 
は 直線 を 表す . 


1" 「z。 ヶ の 1 次 方 程 式 」 と いえ ば , “g 王 6 一 0 で は な い ” こ と が 前 提 
と され て いる . すなわち , の の うち , 少な く と も 一 方 は 0 で な い . 
の 2 キ 0 の と き は , 2ー7y 十 2 の 形 に 書き 直せ る . これ は ヶ 軸 に 
平行 で な い 直線 で ある . 
の 一 0 の と き に は 2 キ 0 で ある か ら ァ テ ん の 形 に 書き 直せ る . 
これ は ヶ 軸 に 平行 な 直線 で ある . 

2" 2 も の も 0 の と き は , gy 十 十 c 王 0 は , ヶ , ヶ の 1 次 方 程 式 と 
は 呼べ な い . この と き 方 程 式 Zz 十 が / 十 c 三 0 は 直線 を 表 き な い . 
実際 c キ 0 の 場合 は , この 式 を 満た す 点 (z。 ヵ ) は 1 つも な い . 
c 三 0 な ら , すべ て の 点 (>, 2) が これ を 満た す の で , この 方 程 式 
は 全 平 面 を 表す こと に な る 。. 
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TL. 指定 され た 直線 の 方 程 式 を 導き 出す 手順 
@) 通る 点 と 傾き が 指定 され た 場合 : 
| | 点 (。 み ) を 通り 傾き が 7 で ある 直線 は 「 
(%。 の ) 「 9ー 婦 二 ( ァ ー み の) [ 


(B) 通る 2 点 が 指定 され た 場合 ・ 


記 異な る 2 点 Pi(m。 )。 Pz(zz。 ) を 通る 直線 は 
一 


i ) 妨 キ xs な ら ヶ 一 生む 二 0 Yi) 


in ) カー ィ ァ 。 な ら りー ニウム g 


1? 公式 (B) i ) は 形 が 複雑 で 覚 を にくい. し か し 意味 が わ 
か れ ば 簡単 で ある . 実際 。』 キ x。 の と き は , 直線 PiP。 
の 傾き が 


ーー 一 に ーー ニー ニー ニー ニニ ーー テテ 22T9 の 1 
22 三 
0 の アツ 2 一 の ュ 


で 与え られ る か ら , (B) i ) は (⑳ の 特別 の 場合 に 過ぎ な い . 


(C) 切片 。 ヶ 切 上 が 指定 され た 場合 : 


2 キ 0 か つ め キ 0 の と き ァ 軸 と 点 ( の 0), 
ヶ 軸 と 点 (0, 2) で 交わ る 直線 は 


皿 . 直線 の 傾き と 方 向 角 
直線 が ヶ 軸 の 正 の 向き と な す 角 の を , 普通 左 回 り 


に 


0* ミ 9 ミ 180" 
と し て は か り , この 直線 の 方 向 角 と いう . 
数 学 I で 学ん だ 三角 比 を 用 いれ ば 
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IV. 2 直線 の 平行 条件 
2 直線 

7 : み ー72 十 2。 

7 : 2yー77 ァ 十 ZZ 
が 平行 (7/7/) で ある た め の 条 件 は , 傾き が 
いで と 。 すなわち 

/// こ ゴゴ // 
RONCNC2NG プ の の 
竹 意 ここ と では, 2 直線 が 一 致す る (完全 に 重なる ) 場合 も , 平行 の 
一 種 と 考え て , これ に 含め て 考え て いる . “共有 点 を 持た な い ' と いう 
元 来 の 意味 で の 平行 に 限定 する に は , 

72 王 77。 か つ 2? キ 
と すれ ば よい が , この よう な 限定 は 窮 必 で ある . 


これ を , 前 節 で 述べ た 直線 の 方 程 式 の 一 般 形 で 述べ る と , 次 
の よう に な る 。 


[定理 ] 2 直線 
7 : Zz 十 が 十 c 三 0 
/:〆z 十 の み y 十 の 0 
が 平行 で ある た め の 条 件 は , 
g の 一 の 6 三 0 
に OONSICSG あ 1 の ー 語 4 は 5 
六 
の = テ ん の 


と な る 定数 た が 存在 する こと , すなわち それ ぞ れ の 方 程 
式 の z。 ? ヵ の 係数 の 比 が 等 し いこ と で も ある 。. 


の の 


1?” 6 の / キ 0 の と き は , "7, / の 傾き 2 が 


が 等 し い " と いう 条 
件 pa: か ら “2 が 一 の 5ー0” が 導 か れる . ここ で 

の ー/ め と お け ば (太一 の )2 王 0 か ら , 〆ー ん 2 と な る . 
2 ヵ ,。 の が の うち , 一 方 , た と えば が 0 の と き は , 7 が ? 軸 平 行 に 
な る の で , /// と な る た め に は 。 /' も ? ヵ 軸 平 行 で ある べき で あ 
る . し た が っ て , の も 0 で な けれ ば ぱ ば ならない. 
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5 一 の ニ 0 の と き に は 。 2 キ 0。 の キ 0 で ある が , 

g の 一 の 2 テ 0 は 成り 立つ . 

3" 逆 に , 2 が 一 の 5 一 0 で ある と する と , 

i ) 5 キ 0 の と き は , 上 の 等 式 を ーー と 変形 で きる の 
で 。 7/ と 7 の 傾き が 等 し い . よっ て ///′ で ある . 

ii) 2 三 0 の と き は ,。 上 の 等 式 は 2 の 0 と な る が , 2 キ 0 で あ 
る の で , の = ニ 0 で な けれ ば な ら な い . よっ て /。 7// と も に ? 軸 平 
行 だ な る 、 よ っ て 。/Z 


2 直線 
/ : りー が アァ 十 カ 


/: カー7 が アァ 十 7 
が 一 致す る た め の 条 件 は 
7 が 三 7 が が 
際 人 
で ある . これ は 分 か りや すい が , 直線 の 方 程 式 を 一 般 形 で 扱う と き 
は , 間違え や すい . 


[定理 ] 2 直線 
7 : ZZ 十 が 十 c 三 0 
7 : の ZZ 十 の 2 圭三 0 
が 一 致す る た め の 条 件 は , 


の ー ん 2 

の テ / め 

@ ん C 
と な る 定数 た が 存在 する こと , すなわち , 方 程 式 の 係数 の 
比 が 等 し いこ と ある 。. 


1” (例外 的 な 場合 に 眼 を つむ っ て ) 分 か り 易 くい えば , 上 の 条件 は , 
の 20 の GO の 人 3 の 当 365 
と 表せ る . 
2 方 程 式 3z ヶ ー2 ヶ 十 1ー0 と 6x 一 4 ヶ 十 2 テ 0 は 見 た 目 は 違 


う が 同 一 の 直線 を 表し て いる . 
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V. 2 直線 の 垂直 条件 
2 直線 ヶ 王 7z 十 2。 2 三 72 ァ 十 2 が 垂直 に 
な る (直交 する ) の は どん な 場合 か を 考え る . 
それ に は , この 2 直線 を 平行 移動 し て , 原点 
を 通る よう に し た 2 直線 7 : 2 三 7 
7 : yー2Z が 垂直 と な る 条件 を 求め れ ば よ 
い ゝ 


図 の よう に , /, // 上 に 座標 が 1 で ある 点 
P(1,。 7)。Q(1。 7 ) を と る と 。 へ OPQ に お い 
て , POQ= テ 90* の 条件 か ら 

PO2 三 OB?2 ギ 0OQ2 
(g 一 7 7 王 (1 十 9 十 (1 填 ② 
これ を 整理 する と 7 デー1 と な る . 
2 まり 5 


2 直線 の 
2 直線 ZZ 十 十 c 三 0。 の ? ァ 十 の ヶ 十 の 0 垂直 条件 


1” の キ 0 の と き は , 


と な り , 上 で 述べ た 垂直 条件 と 同じ で ある . 

2? ヵ 。 の の うち 一 方 。 た と えば 5 三 0 の と き は , 2 王 0 で な いか 
ら 。 条件 22 十 6 の // 三 0 は , の テ 0 を 意味 する . つま り , 一 方 が ヶ 
軸 平 行 な ら , 他方 は > 軸 平 行 で ある こと に な り , 確か に 垂直 で あ 
る . 


S ャ 
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VI. 点 と 直線 と の 距離 


[公式 ] 点 と 直線 
点 P(zo。 %) か ら , 直線 gz 十 0 十 c 三 0 と の 距離 
に 下ろ し た 垂 線 の 長き を の と すれ ば , OS 
ニー12x 填 9o 十 c| は 居 
の キ が gg” B.108 


1" [ 個 ] 点 (3 4) と 直線 ニテ ァ ー1 と の 距離 の は 。 この 公式 を 


用 いて 簡単 に 求め る こと が で きる . ます 直線 の 方 程 式 を 

ァ ー2 ヶ 一 2 三 0 と 変形 する . これ に 上 の 公式 を 適用 し て , 
ISE2KE 2 ZI /A 706 
y1? 十 (27 75 7Y5 5 


人 AA1. 局 円 の 方 程 式 1 


IT. 円 の 方 程 式 の 標準 形 

円 は , 平面 に お いて 定点 か ら の 距離 が 
一 定 で ある 点 の 集合 で ある . 

だ を 誠 ば 用 所 (1 2) らち 記 (2。 2 と の 由 
離 が 3 で ある こと は , 

y( ァ ー1)“ 十 (一 2)*ー3 

と いう 等 式 で 表 き れる 。 し た が っ て 。 点 
(1, 2) を 中 心 と する 半径 3 の 円 の 方 程 式 
は , 

( ァ ー1)* 十 ( ヶ 一 2)* 王 3* 
で ある . 一 般 に , 


[公式 ] RW の ) を 中 心 と する , 半径 ヶ の 方 円 の 方 程 式 


程 式 は 


( ァ ー の * 二 (2?ー の ニク 77 ……… (eV 
と くに だ , 原点 を 中 心 と する , 半径 ヶ の 方 程 式 
は 
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1" ⑥ は , に お いて g テ 5 三 0 と し た 特別 の 場合 で ある . 逆 に , 原 
点 を 中 心 と する 半径 ヶ の 円 の 方 程 式 ⑥ が わか っ て いれ ば , この 円 
を 

> 軸 方 向 に 2,  y 軸 方 向 に 65 
ず ー 平 行 移動 する こと に より , 点 (2, 2) を 中 心 と する 半径 ヶ の 円 
の 方 程 式 ④ を 導く こと も で きる 。. 


2*” ⑳@ は , 左辺 を 展開 する な ど し て 整理 する と, 
?2 十 7 十 有 ァ 十 y 填 C モ 0 〇 
(4, , C は 定数 ) 
の 形 に な る . 
逆 に 。 この よう な 形 の 方 程 式 は , 必ず , ある 円 を 表す だ ろう か ? 


3? 2 十 十 4 ァ 十 玉 / 十 C 三 0 の 右辺 を ,。 > と ヶ そ れ ぞ れ に つい て 
平方 完成 する と 
(z* 十 4 ァ ) 十 (77 十 Py) 十 C テ 0 


2 ( 旭 - 生 っ 
(s+ 今 ) 4 1U タ 二 う 訪 下 0 


(TH(4 抽 = ニ rt の 。 …… 


と の 5 


4" z2 十 7 ゲー4 ァ 十 22 十 20 は (一 2)* 十 (2 ヵ 填 1)ー3 と 変形 
で きる の で , 中 心 (2, 一 1), 半径 3 の 円 を 表す . 


5” し か し 〇 が , いつ も 円 を 表す と は 限ら ない. 〇 が 実際 に 円 を 表 
す 条 件 は , ぐ ' の 右辺 が 正 。 つ まり 
42 十 *ー4 ど >0 
と な る こと で ある . 


6" 4?+ 4 どー0 の と き , の 〇 を 満た す 実 数 y。 ヶ は ィ ニ ー タ 。 


と を 届 一 の 
ッ ーー の み で ある . よっ て , 〇 は 1 点 ( 一 今 。 一 ち ) を 表す . 


7" 42 十 *ー4 ど < く 0 の と き , 〇 を 満た す 実 数 z。 ヶ は 存在 し な い . 
方 程 式 〇 の 表す 図形 は 。 いわ め ゆる 空 集合 で ある . 
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人 A1. 2 曲線 の 共有 点 1 


IT. 円 と 直線 の 位置 関係 (1) 

円 と 直線 と の 共有 点 の 個数 は 。 2。 1, 0 の いずれ か で ある . 
交点 が 存在 する か 。 何 個 あ る か , それ ら の 座標 は どう な る か , 
と いう 問い に 図 に 頼る こと な く 厳 密 に 答え る に は ,。 円 と 直線 , 
それ ぞ れ の 方 程 式 を 連立 し た 方 程 式 の 解 を 考え れ ば よい 、. 


77 7 と (は っ 
円 2 の * 填 //ー5 
直線 2z 十 ん 
の 共有 点 の 個数 を 調べ る に は , 連立 方 程 式 
W 上 の 2ー5 DDO つ OO ① 
陳 商 軸 才 。 ② 
を 考え ,①, ② か ら ヶ ? を 消去 し て 得 ら れる 
ァ “ 十 (2 ァ 十 ん )*ー5 


り 軸 0 すなわち 。 ヶ の 2 次 方 程 式 
5y“ 十 4z 十 (デー5) テ 0 の う ③ 
の 解 (実数 解 ) の 個数 を みれ ば よい . 共有 点 の 個数 に つい て は , 
次 の よう に な る . 
③ の 判別 式 を の と する と (mw「 数 学 1 ニ ュー アプ ロー チ 」 
A1.6) 
イー4 が 一 5( が 5) 一 25 一 
i ) の >0 な ら , ③ は 解 を 2 つも ち , これ に 対応 し て , 連立 方 
程 式 は 2 組 の 解 を も つ . よっ て 円 と 直線 は 異な る 2 点 で 交 
わる . すなわち , 共有 点 は 2 個 で ある . 
ii) の = テ 0 な ら , ③ は 解 を 1 つも ち , これ に 対応 し て , 連立 方 
程 式 は 唯一 の 解 を も つ . よっ て 円 と 直線 は 1 点 の み を 共有 
する .。 すなわち , 互い に 接する . 
捉 ) の く 0 な ら , ③ は 解 を も た ず ,①, ② に 共有 点 は な い . 


芽 . 円 と 直線 の 位置 関係 (2 
円 と 直線 の 位置 関係 を 調べ る に は , 上 の よう に , 2 次 方 程 式 
の 判別 式 を 利用 する 方 法 の ほか に , 円 の 中 心から 直線 に 下ろ 
し た 垂 線 の 長 さ の と 半径 と を 比較 する 方 法 が ある . 
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[定理 ] 円 の 中 心から , 直線 に 下 し た 垂 線 の 長 さ 
を の , 円 の 半径 を と お け ば 
の く ヶ ぐつ 異な る 2 点 で 交わ る 


05 お 0 語 の 
の > ァ ぐう 共有 点 を も た な い 


円 *? キ 1 の 中 心 (0, 0) か ら , 直線 ヶ 三 2 十 ん 
に 至る 距離 は , 
院 し 。。 本 

y2? 十 (1? マ 5 
で ある . これ と 円 の 半径 5 と の 大 小 か ら 

|4| く </5 の と き は , 2 点 で 交わ る 

を ー 土 75 の と き は ,。 接する 

| を |>Y5 の と き は , 共有 点 を も た な い 


皿 . 円 と 接線 の 公式 
接点 が 指定 され た 接線 に つい て , 次 の 公式 が ある . 
[公式 ] 円 の 接線 
原点 を 中 心 と する 円 >“ 十 ー7” の 上 の 点 


P(zo。 %) に お ける 接線 の 方 程 式 は 


zo 十 09 三 7“ 


円 z? 二 7ー5 の 上 の 点 (2。 1) で の 接線 は 
2 ァ 十 ヶ ー5 
で ある 。. 


1" 上 の 公式 は , 中 心 が 原 点 以 外 に ある 場合 まで 含ん で 一 般 化 され 
る . すなわち 。 
円 ?ー の " 十 (》ー6)* 王 7 ゲ " の 上 の 点 (zo, %) で の 接線 の 方 程 式 は 
(一 の ( ヶ ー の 十 (% 一 の ( ゅ ー の テア ゲ 
イド 公式 の 証明 に つい て は 。 eg"B.114 
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IV. 2 円 の 相互 の 位置 関係 
2 回 
(z 一 の * 十 (?ー の ニー ァ ? eais ① 
( ァ ー の )* 十 (7ー の )* ニ ァ ク 2 PCGOO ② 
(だ 症 し 。Z テ 0 2 と 0) 
の 相互 の 位置 関係 ( 2 点 で 交わ る , 外 接する , …… ) を 判定 す 
る だ け な ら , 連立 方 程 式 の 解 を 調べ る より も , 中 心 問 の 距離 と 
半径 と の 関係 に 注目 する の が 一 般 に 得策 で ある . 
中 心 (2。 の ), (Z, の ) の 間 の 距離 Z は 
9= ッ (2 一 の )* 十 (5ー の が)* 
で ある の で , これ を , 下 の 関 係 に 代入 すれ ば よい . 
た だ し , ivy) に お いて は 。 ヶ キ ァ 7′ と する 。 


[定理 ] 中 心 間 距 離 7, 半径 ヶ 。 /" の 2 円 に つい て 
1 二 2ne だ 3 の とう た が い に 他 の 外部 に ある . 
ii ) ヴー ァ オ 7/ ぐつ 外 接 する . 
操 ) | ルーク | く Z2 く ヶ 十 7 を 飼 2 点 で 交わ る .。 
iv) の = テ | ァ ー ク | ぐう 内 接する . 
vy) | ァ ヶ ー ク |>Z で - 今 一 方 が 他方 の 内 部 に ある . 
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人 AA. グ 2 円 の 交点 を 通る 円 , 直線 邊 


一 般 に , 2 曲線 
5 7(?。 の 三 0 (⑥5EI⑥(5z 二 2 の) 0 
が 与え を られ て いる と き , た を 定数 と し て 方 程 式 
な ( ァ 。 の) 十 4C(z。 ヶ ) テ 0 
の 表す 曲線 C の 性 質 を 考察 し よう . そう する と , 曲線 C の 形 は ん 
に よっ て 変わ る が ,。 が 何で あっ て も , 
"曲線 C は 2 曲線 , Cs の 共有 点 ( も し 存在 すれ ば ) を 通る " 
と いう 注目 すべ き 性 質 が ある . その 理由 は , 
(の め が 避 。 Cs の 共有 点 で ある 
を (2。 の =0 か つ C(2,。 の =0 
ーー 7(2。 の 十 4C(2。 の = テ 0 
で (の ) は 曲線 C 上 の 点 で ある 
つま り , 避 と C。 の 共有 点 は じ 上 に ある . 
と な る か ら で あ る . 
この 性 質 を 2 つの 円 の 場合 に 適用 する と, 次 が 得 ら れる . 


[定理 ] 2 円 本 らら 央 だ 


ァ * 十 7“ 十 用 ァ 十 / 十 C テ 0 ② 
ァ “ 十 77 十 有 アタ 十 ど 7 み 7 十 C'ー0 


に お いて 。 
①+⑨②X(-1) 


か ら 得 られ る 方 程 式 
(240Za(5 呈 6 り y ギ (で 二 の 0 圭 02⑨ 
は , 2 円 が 交わ る 場合 に は , 2 円 の 共通 弦 を 
含む 直線 ( 2 交点 を 結ぶ 直線 ) を 表す . 


① 
2 円 が 接する 場合 に は 。 2 円 の 接点 に お 《⑥) 
ける 共通 接線 を 表す . 
1 2 円 2 キ 2 王 25 0 Hit ① 
( ァ ー3) 二 (7ー-42 モ 1 mit の ) 


に お いて , 
中 心 問 距離 王 プ =5, 半径 カー5, 1 
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で あっ て , 
| カー| く の く 十 用 
が 成り 立つ か ら , この 2 円 は 交わ っ て いる . 
よっ て ,①ー② か ら 得 られ る 
6 ァ 十 8 ヶ 249 に KC2 つ に ③ 
は , この 2 円 の 共通 弦 を 含む 直線 の 方 程 式 で ある . 
2"” 上 記 [ 定 理 ] に お いて , 2 円 が 共有 点 を も た な いと き は , 直線 ③ 
と 2 円 の, ② の 幾何 学 的 関係 に つい て は swC.3 
3 2 円 の 交点 を 通る 円 


2 円 
y2 ト 7 バト 4Z-EP み @ 三 0 | ツマ ① 
ei の kd SO475a(0 三 0 請 症 ②) 
が 交わ る と き , 方 程 式 
528HC/WnEZSVOHE7 ら am 
ie(20h28s2202E52a69 詩 0) ……… ③ 


は , を キー1 の と き 2 円 ①, ⑨ の 交点 を 通る 円 
を 表す . (を た ニー1 の と き は , 2 交点 を 通る 直線 ) 


ム 1. ぽ 曲線 の 媒介 交 数 表示 * 


0/y2 い 
1 純 2 6W 
2 デ の 0 mit の) 
の よう に 第 3 の 変数 # の 関数 で あり , 7 の 変 域 が 、 た と えば 
の 9/) 氷 示 So ③ 


に な っ て いる も の と する 。. 

7 が ⑨ の 範囲 を 変わ る と き , ①, ② で 定まる >, ? ヶ を 座標 と す 
る 点 P(>, ヶ ) は , xy 平面 上 の ある 曲線 C を 描く . この よう な 場 
合 , ①, ②, ③ を (7 を 媒介 変数 と する ) 曲線 どの 媒介 変数 表示 
CC の 


昌 2 点 A(z。 み ), B(zz。 ) を 相 異 な る 点 と する . 
千村 OO ① 
ッ ー テ (1 一 の 編 十 が ……… ② 
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を 考え る . この と き , 7 を 固定 すれ ば , P( ヶ , ヶ ) は 
線 分 AB を 7:1 一 が に 内 分 する 点 
で ある . (egWA.1.2II) だ か ら , 7 が ③ の 範囲 を 動く と , P は 線 
分 AB (両端 を 除く ) を 描く こと に な る . 
すなわち , ①, ②, ③ は , 線 分 AB の 媒介 変数 表示 で ある . 
2* 1 で 利用 し た よう な ,①, ② で 定まる 点 P の 幾何 学 的 意味 が わ 
か ら な い 場 合 で も , 次 の よう に 考え て , 動 点 P の 描く 図形 を 求め 
る こと が で きる 。. 
7 が ③ の 範囲 を 変化 する と き に , ①, で 表 さ れる 点 (z, 2) の 
描く 図形 を ん と お く と , し は, 
③ の 満た す 適当 な 7 の 値 を 用 いて ①, ② で 表 き 
れる よう な 点 (z, 2) の 全体 
で ある . た と えば , 1" の [ 例 ] に お いて , ヵ キ zz で ある と する . 
が 与え られ た と き , ①, すなわち ァ テ 士 (一 る ) 


を 満た す 7 は 7=ーーー 


2 ニニ 1 
と 表 さ きれる. よっ て , この 値 が ,② も ③ も 満た す よ うな (z, ヶ ) の 
条件 , すなわち 


ーー メー メー が POTSS 
い ーー ーー る ⑨ 
アー 
1 ⑤ 


が , P の 描く 図形 を 表す , ④ は , 2 点 (。 ヵ ) を 通る 直線 AB の 方 
程 式 , は , 点 P(z。 ヶ ) が , A( ヵ かみ ),B(zz,。 み ) の 間 に あ る こ 
と を 表す 条件 で ある . 
3” 2 で 行なっ た よう な , 媒介 変数 表示 ①, ②, か ら , 媒介 変数 を 
含ま な い 表 現 ④, ⑤ を 導く 変形 を 
“媒介 変数 の 消去 " 
と 呼ぶ 、 これ は , 
ある 7 に 対し て , ①, ②, ③ が 同時 に 成り 立つ 
ある い は 
①, ②, ③ を と も に 満た す 7 が 存在 する 
た め の 条 件 を , 7 を 含ま な い 形 で 表現 する 作業 で ある . 
4" 媒介 変数 表示 


に よっ て 表 さ れる 曲線 ど を この 考え 方 で 求め て みよ う . 
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8 
94 ESKE 齋 DSG ? 王 テ Se ④ 
④ の 7 が ② と ③ を 満た すべ きだ か ら , ④ を ② と ③ 
た 代入 する と, 
ッ ーー の の = つっ 0 引 間 5 記 記 ee ⑤ 
1= テ き 3 2 の SS6. 凍 斉 妥 計 の oeeeo ⑥ 
ーーーーー 以上 より , 曲線 と は, 直角 双曲線 @ の ⑥ を 満た 
0 2 6 二 す 範 囲 に 含ま れる 部 分 で ある . 
5” パラ メタ 7 を 含む 2 曲線 
72(62 二 7052 に U 議 eo ① 
(⑥( の 3575 症 の 0 上 計 SS ② 
が 与え られ , た と え は パラ メタ 7 が 
た ニニ 0 ③ 


と いう 範囲 の 値 を と る と き の 2 曲線 の 交点 の 軌跡 を 求め る 問題 
が ある . 本 質 的 に は 媒介 変数 表示 され た 曲線 を 求め ある の と 同じ 取 
り 扱い に より 解決 で きる . 

< 便 人 そ の 他 。 進ん だ 解決 に つい て は pg A1.13 


ム 1. る | イ 等 式 の 表す 領域 具 


I. 基礎 事項 
7 は 
2 一 2? 十 2 ァ > ァ “ 十 22 
の よう に , ヶ , 》 ヶ に 関す る 不等式 が 与え を られ る と する . この と 
き , 座標 平面 に お いて ,。 この 不等式 を 満足 する >。 ヶ を 座標 に 
も つ 点 (> ?) 全体 の 集合 を , この 不等式 の 表す 領域 と いう . 
すなわち 。 


そし て , 不等式 の 表す 領域 を 座標 平面 に 図示 する こと を , 
“不等式 を 図示 する "” ある い は "不等式 を 図解 する " 
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と 2 ョ 
1” [ 例 ] 上 に あげ た 不等式 
2 一 7? 十 2 ァ > ァ * 十 2 ヶ 
の 表す 領域 を の と すれ ば , 
の = テ ({( 々 。 の |zZ キ ゲー2z 二 29 一 2 く 0) 
三 ((Z。 の |(Zー1 ア 年 (⑰》 寺 7 く 23 
ー{( 々 。 9) 一 1) と (Z, ヶ ) と の 距離 が 
2 より 小 ) 
“(1 一 1) を 中 心 と し , 半径 が 2 で ある 円 
の 内 部 " 
2" 上 と 同様 の 考察 に より , ヶ >0 の と き 


( ァ ー の " 十 ( ヶ 一 の “ く 7? の 表す 領域 は 
中 心 (2。 の , 半径 ァ の 円 の 内 部 

(z 一 の * 十 (2 一 の *> ァ 7? の 表す 領域 は 
中 心 (2。 の ), 半径 の 円 の 外部 


3* 習慣 と し て , 不等式 を 図示 する と き に は , 求め る 領域 に 余 線 を 
付け て 示す 。 

4* ( ァ ーg)“ 十 (ター の 7 ミ ァ ? の よう に , 等 号 が つい た 場合 に は 。 曲線 
(> ヶ ー の " 十 (》ー の )*ー7? 上 の 点 , つま り 境 界 線上 の 点 も 含ま れる こ 
と に な る . 境界 の うち , 含ま れる 部 分 は 実線 含ま れ ぬ 部 分 は 点 
線 で 示す と よい . また , 実線 と 点線 の 交点 な ど , 特に 問題 と な る 
点 は , 含ま れる と き に は ・ で , 含ま れ な いと き は で 表す . 境界 
が 含ま れる か どう か は , 言葉 で も 説明 を つけ て お く と よい . 

5*” 関数 の グラ フ と 不等式 の 表す 領域 9 4 

関数 7(z) の 定義 域 が 7 ミ ァ ミ の で ある と 
き , 不等式 ?>7(z) の 表す 領域 は , 
(2 ミ ァ ミ の な る 範囲 で ) ニア (>) の 上 方 の 部 
分 で ある . 


U. 正 領域 と 負 領 域 
2 一 7 ア 十 2 ァ > ァ " 十 22 が 7 十 ゲ ー2 ァ > 十 2 ヶ 一 2 く 0 と 変形 で き 
た よう に , ヶ ,。 ヶ 2 に つい て の 不等式 は , 移 項 に より 
が ( ァ 。 の ) く 0 ある い は (>。 の >0 
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と いう 形 に 整理 で きる . 万 (*。 2) は , rr と ? の 2 変数 に つい て 
の 関数 で ある . 
1" 上 の 不等式 は 
万 (>*。 7 の) ニッ ア 二 ー2z 十 29 ヶ 一 2 と お け ば , 7(z, の ) く 0 
万 (>。 7) ニー ィ "ー の 7 十 2 ァ ー29 十 2 と お け ば ,7(z。 の )>0 
で ある . 


前 に 述べ た よう に , 万 (>。 ヶ ) の 値 を 0 と する (>,。 ?) 全体 は , 
一 般 に , 曲線 に な る . 

不等式 (z。 ヶ )>0 の 表す 領域 」, 不等式 (z。 ヶ ) く 0 
の 表す 領域 の - は , 通常 。 曲線 (z。 ヶ )0 を 境界 に も つ . 
を 万 (>, ?) の 正 領域 , の - を (>, 2) の 負 領 域 と いう . 


1? [ 例 ] 万 (z。 の 三 z? 上 ゲー1 と する と, 
7(>。?) の 正 領域 は 。 円 * デ 十 //ー1 の 外部 
万 (>, 2) の 負 領 域 は , 円 y? オ ゲー1 の 内 部 
で ある . 
の G(z,。 の 1ー ァ パー/? と する と , 
C(z, 9?) の 正 領域 は , 円 y“ 十 ゲ ー1 の 内 部 
C(z。?) の 負 領 域 は , 円 y* 十 ゲ =1 の 外部 


で ある . 
3? 1 次 不等式 の 表す 領域 
g, の の 少な く と も 一 方 は 0 で な いと し て , 
万 (>。 の)ーZZ 十 6 が 十 c 
と お く . この と き , 平面 は 直線 
(>。 の ) テ 0 
に よっ て 2 つの 部 分 に 分 けら れる . 
その 一 方 の 側 は 7( ヶ , ?) の 正 領域 で ある . 
他 の 側 は /( ヶ 。 ヶ ) の 人 負 領 域 で ある . 
実際 に , ある 側が 正 領域 で ある か , 負 領 域 で 


gy 十 5 十 c 三 0 


> ある か を 判定 する に は 。 どちら か に 代表 点 を と 
っ て 調べ れ ば よい . 代表 点 と し て は , c キ 0 

な ら ば 原点 (0。 0) が 便利 で ある . 万 (0, 0) ニ c で ある か ら c>0 

の と き は , 原点 を 含む 方 が 正 領域 。 含 まな い 方 が 負 領 域 で ある . 

c く 0 な ら 反 対 に な る . c テ 0 な ら ば , 座標 軸 上 の 適当 な 点 を 代 

表 点 に と っ て 調べ れ ば よい . 
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臣 . 連立 不等式 の 表す 領域 
2 つの 不等式 を 同時 に みた す よ うな 点 の 集合 は , その 各 不 


4 


等 式 の 表す 2 つの 領域 の 共通 部 分 (交わ り ) で ある 
連立 不等式 の 表す 領域 と いう . 


1? [ 例 ] >? 十 2/2 く 1 か つ みく の 
表す 領域 は , 原点 を 中 心 と する 半径 
1 の 円 の 内 部 で , 直線 ? ニ ァ の 下 
側 に ある 部 分 ( 半 円 の 内 部 ) で ある . 


人 AT1.19O 図形 と 式 の 関係 (反省 ) 


I. 方 程 式 と 図形 
と ヶ に つい て の 方 程 式 
(6 9) テ 0 
を 満た す 点 P(z。 ヶ ) の 全体 が 作る 図形 C を , 点 P の 描く 軌跡 
と いい , ① を 図形 C の 方 程 式 と いう . 
すなわち 
(z,。 の と C を っ 7(Z。 の = テ 0 
ARER2MMu 2 は 


と いう こと で ある 。 


NN 方 程 式 2z 十 32? 三 1 と リーー 含 ァ 王 は 互い に 同値 で 
あり , 同じ 直線 を 表す . 
2 点 A(0, 0), B(1, 1) に 対し , P(z, ヶ ) が A, B か ら 等 
距離 に ある 条件 は , 
ァ * 十 2*ー( ァ ー1)7 土 ( ヶ 一 2? 
で ある . この 方 程 式 は 
ァ 十 み デ 1 


と 同値 で ある . 実際 点 P の 描く 軌跡 は AB の 垂直 二 等 分 線 で あ 
る . 


の 8 
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T. 不等式 と 図形 
ァ と 2 ヶ に つい て の 不等式 
テー の シリ EE 5 暗証 ② 
を 満た す 点 P( ヶ , の ) の 全体 が 作る 図形 の を 不等式 @ が 表す 
領域 と いう . すなわち 
(z, の どの ゃ うき 7 の >0 
また , 在 等 式 
プ (Z。 の)=0 
の 表す 領域 や , 連立 不等式 
?)>0 
の ァ , 9)=0 


不等式 
7 に 9 示 寺 未 款 未 寺 ee ③ 
は , 
1 1 
ーー = 
es また は に COOOOOO ④ 
ァ >0 SS() 
と 同値 で ある . し た が っ て ,③ と ④ は 同じ 領域 を 表す . 
| レン クン ング | 領 城 を 不等式 で 表す | 
| 方 法 は いろ いろ ある .: 


人 AA.1] 領域 の パラ メタ 表示 


IT. 不等式 
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が 表す s 平面 上 の 領域 を と する . 点 (s。。)) が の 上 を 動く 
と どき 

アー ア ($, か の eS ③ 

クーg9(5。 の IISISUEi7 な ④ 
で 与え られ る 点 P(z,?) を 考え , s。7 が ①, ② を 満た し な が 
ら 動 いた と き 点 P の 動く 領域 を の と する . この と き , 

点 (z。 2) が の に 属す る . 

を っ う ①, ②, ③, ④ を 満た す 実 数 s,。 7 が 存在 する . 

と いう 関係 が 成立 する . これ を 用 いて , 領域 の を 再現 する こと 
が で きる 。 


不等式 
1 に さこ 3 記 記 記 床 AccGcC こ ⑤ 
|- | に た に 和 に 還 床 款 示 洒 洒 販 GCC (⑥ 
が 定め る 57 平面 上 の 領域 を の 上 を 動く と き 
1Q こ | に 2 朱 氷 朱 二 泊 示 に ee ⑦ 
1 OODOSEO 


で 与え られ る 点 (z, ? ヶ ) の 動く 領域 の を 求め る . ⑤, ⑥, ⑦, 
⑧ で 満た す s, 7 が 存在 する 条件 は 


時 0 


0 ミ = テ ( ヶ ー の る 1 


| ー2 ミ ァ 十 ミミ 2 
0 ミ ァ ャ ーz 全 2 
で あり , これ が 領域 の を 与え る . 


ル . 上 記 の 1 の ③, ④ を , 点 ($, の を 点 ( 々 , ヶ ) に 移す 手続 き で 
ある と 考え よう . この よう に 点 を 移す 手続 き を 写像 と いう . す 
る と , 1 で 考え た 問題 は , 長方形 を この 写像 ③, ④ で 移す こと 
@⑥ め らら ME と 言え る 。 


1* 軌跡 や 領域 を 求め る 方 法 ( A1.11 の { ) と 関数 の 値 域 を 求 
め る 方 法 (mg B.137, B.138) は よく 似 て いる . 関数 7/(>) は 数 
直線 上 の 点 ァ を 数 直線 上 の 点 ヶ に 移す 写像 で あり , 2 変数 関数 
ター が (Z。 ヶ ) は 平面 上 の 点 (>, ヵ ) を 数 直線 上 の 点々 に 移す 写像 
で ある か ら , 似 て いる の は 当然 の こと と 言え る . 
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A1.1 曲線 族 と 軌跡 邊 


IT. パラ メタ 7 と と も に xy 平面 上 を 動く 2 本 の 曲線 
た (Z, ?) テ 0 OOOOCO ① 
の ( ァ 。 ?) テ 0 GRGB ら O (の) 
が ある . この 2 曲線 の 交点 (x。 ヶ ) が 描く 軌跡 を / と する と , 
(>。 の) ど C と つつ ①, ⑨ を 満た す 7 が 存在 する 
が 成立 する . 7 の 変 域 が 制限 され て いる と きも 同様 で ある . 


条件 層 5 BSGGa ロ co ③ 
ター タ 邦 を ④ 
を 満た す 7 が 存在 する 条件 は 
ァ 二 7 デ ァ ー グ み 
た 1 ⑤ 


で ある . よっ て , 7 が 実数 全体 を 動く と き , 2 直線 ③, ④ の 
交点 の 描く 軌跡 は 。 直線 ⑤⑥ で ある . 


ル . パラ メタ 7 と と も に 動く zz 平面 上 の 曲線 
(2 ヵ ) テ 0 の See ⑥ 
が 通過 する 領域 を の と する と , 
点 ( 々 。 ヶ ) が の に 属す る 
を つき ⑥ を 満た す 7 が 存在 する . 
が 成立 する . 7 の 変 域 が 制限 され て いる と きも 同様 で ある . 


『 人 yMH e P  。 2e の 
を 満た す 正 の 数 7 が 存在 する 条件 は 
(MO 


で ある . し た が っ て , 7 が 7>0 の 範囲 を 動く と き 直 線 ⑦ の 通過 
する 領域 は ⑨ で 与え られ る . 


2" ⑥ に お いて , 7 を 時 刻 と し , 曲線 ⑦ (例えば, 桜 前 線 な ど ) が 時 
間 と と も に 動く と 考え よう . 点 (>, ヶ ) が この 曲線 の 通過 領域 ( 桜 
の 咲く 地域 ) に 属す る と いう こと は , 曲線 ⑥ が その 点 を 通過 する 
時 刻 , が 存在 する と いう こと で ある . 
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AA.13) 解析 的 方 法 と 幾何 的 方 法 邊 


T. ある 与え られ た 条件 を 満た し て 動く 点 の 描く 軌跡 を 求め 
る と いう こと は ,。 条件 ア を わか り 易 く 言 い 換え る こと , す な わ 
ち , 条件 の 単純 な 表現 を 得る こと で ある . 

その た め に , 条件 を 方 程 式 で 表し , 方 程 式 の 同値 変形 を 利 

用 し て 単純 化す る 方 法 (解析 的 方 法 ) を 上 に 述べ た の で ある . 

し か し , 与え られ た 条件 ア を 方 程 式 で 表 さ きず に , 直接 の 半 何 

学 的 な 推論 に よっ て 言い 換え る 方 法 (幾何 的 方 法 ) が ある . そ 

の 例 を 以下 に 述べ よう . 


II. 円 O の 外部 に 点 ん を と る . A を 通っ て O と 2 点 で 交わ る 直 
線 7 を 考え , 2 交点 を P,Q と する . この と き 線 分 PQ 上 に 点 
RR を と うつ で 

AP・AQ=AR2 tt ① 
が 成立 する よう に する . 直線 7 を 動か し た と き , 点 R の 描く 軌 
跡 は 何 か 。 と いう 問題 を 考え る . 


と の 軌跡 を 調べ る た め に , A を 通る 円 O の 接線 (2 本 ある ) 
が 円 O と 接する 点 を B, C と する . この と き 
AP・AQ= テ AB (=ーAC? 
が 成立 する (方 べき の 定理 gg「 大 学 へ の 数 学 A 人 ニュ ー ア プロ 
ー チ 」A3.4 II, B.113[ 注 ]) か ら , 与え られ た 条件 ① は 
AR=AB (=ACO mmm ② 


う ひ $1 図形 と 方 程 式 


と 同値 で ある . 

よっ て 点 R は , ② を 満た し な が ら (円 O の 内 部 を ) 動く . す 
な わ ち 点 R の 描く 軌跡 は 。A を 中 心 と し て B, C を 端点 と す 
る 円 弧 BC で ある . 


1" 式 ② は , A を 中 心 と し て B, C を 通る 円 の 上 に 点 R が ある こと 
を 意味 する . し か し 点 R は この 円 全体 を 動く の で は な く , その 一 
部 分 で ある 円 弧 BC を 描く . この よう な 点 B, C を 軌跡 の 限界 と 
いう こと が ある . 

上 記 の 問題 は 「 解 析 的 方 法 」 を 用 いて も 解く こと が で きる . 
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enos 


関数 の グラ フ な の か / 
方 程 式 の グラ フ な の か ? 


直線 の グラ フ を 最初 に 学ん だ の は 中 学校 1 年 生 の と きだ っ 
た と 思い ます . 思い 出し て 見 る と , 一 番 初 め は , 正 比 例 
ヶ 三 の の グラ フ 。, そし て これ を ヶ ? ヶ 軸 方 向 に ずら し た 1 次 関数 
yg@* 十 り の グラ フ で し た . だ か ら , 勾配 2 は 変数 > が 1 増 
加 す る と , それ に 伴 な っ て y が それ だ け 増 加 す る 量 , つま り 
ァ , ? の 変化 の 割合 だ っ た の で す . 

と ころ が , 数 学 II で は ,「 ヶ , ヵ の 1 次 方 程 式 が 直線 を 表す 」 
こと を 学び まし た 。 
KO グラ ジノ 月 糧 穫 の グラ アーー 
一 体 ど ちら が 正しい の で し ょ う ? 

結論 か らい えば , どちら で も いい の で す . 
「 随 分 。 いい 加減 / 」 と いう 印象 を も つ 読 者 ちい る か も し れ ま 
せん が , 

ヶ ーg 補 十 め 

に お いて , これ を , 独立 変数 > の 値 の 変化 に 伴っ て , 関数 値 
(従属 変数 ) ヵ の 値 を 定め る 式 と 見 れ ば , 前 者 の 立場 。 それ に 
対し て , >, ヶ を “同格 の ” 変数 と 見 れ ば , z と に つい て の 
方 程 式 と いう わけ で す . 
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3 点 A(5, 3), 3 6( こ の 沙 か ら 等 距離 に ある 点 
4 


[区 プー チ > 点 P の 座標 を (x, ) と お き , 3 点 A, B, C か ら の 距離 
が 等 し いと いう 条件 を , >, ヶ の 方 程 式 に 翻訳 する だ け で 解決 し ます . 


P(z, ヶ ) と お く と , 点 P か ら 点 A, B, 
C まで の 距離 が 等 し いと いう 条件 は , 
Y(ー57 二 (9》ー3”= ニ y( ヵ ー7" 二 (9 
=y(y 十 2 十 (9ー2 が 
ER …① 
U(Z-7 が 上 (⑫+1 ア ー(Z 二 27 寺 (9-2” …② 
と 表現 で きる . ①, を それ ぞ れ 整理 する と, 


1 OPCCD ③ 
3 ァ ー ヶ ー7 テ 0 DOODOD ④ 
と な る . ③ か つ ④ の 解 は , 
=2 
|) で ある の で , 
の 


点 P の 座標 は P(2, 一 1) で ある . 


[ 注 ] 1” 3 点 A, B, C か ら 等 距離 に ある 点 P は , へ ABC の 外 心 で 
ある . と ころ で , ① は , 2 定点 A, B か ら 点 P(z, ヶ ) が 


P 等 距離 に ある と いう 条件 に 他 な ら な い の で ,。⑨③ は 線 分 
AB の 垂直 二 等 分 線 を 表す . 同様 に 。④ は 線 分 BC の 
垂直 二 等 分 線 を 表す の で , 上 の 解答 は , それ ら の 交点 
(垂直 二 等 分 線 の 交点 ) と し て , へ ABC の 外 心 P を 決 

定 し て いる こと に な る . 
上 の また , 3 点 A, B, C を 通る 円 ( 外 接 円 ) の 中 心 ( 外 
心 ) と し て , 点 P の 座標 を 求め る と いう 方 法 も 考え ら 
れる . すなわち 。 3 点 A,B, C を 通る 円 の 方 程 式 を 

ァ * 十 77 十 g 十 6y 十 c 三 0 


と お き , これ が 3 点 A, B, C を 通る こと か ら 2, 2, c の 連立 方 程 式 
52 十 3 の 二 c テ ー34 
7z 一 の 十 c テ ー50 
2z 一 25ーc 三 8 

を 導き , これ を 解け ば よい . 
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B. 10 ら 


(1) へ ABC に お いて , 辺 BC の 中 点 を M と する と き 。, 
AB 十 AC* 王 2(AM*+BM2) [パッ ポス の 中 線 定理 ] 
が 成立 する . これ を 座標 を 用 いて 証明 せよ . 
(2) へ ABC の 重心 を で と する と き , 
AB* 二 BC* 二 CA* 王 3(GA7TGBZ 二 GC? 
が 成立 する . (1) を 用 いて ,。 これ を 示せ . 


[アプ ロー チ > (1) で は , 座標 軸 を うま く 設 定 す る こと を 考え ます . 


(1) 右 図 の よう に , M を 原点 に BC が ヶ 軸 

上 に の る よう に 座標 軸 を と る と 
A(2,。 の , B(c, 0), C( 一 c, 0) 

と お ける . する と , 
ABZ+AC* ニ {(2 一 c) 十 9 十 ((Z 十 co) 十 ) 

2(Z 十 ゲ 十 c う 
AM*+BM* ニ (ZZ 十 6) 十 c" 
AB*+AC2 三 2(AM2TBM?) 血 


( 2 ) BC の 中 点 を M と する と , (1) で 証明 し た 
中 線 定理 に より 

ABX+TAC*= ニ 2(AMETBM2) 0 ……… 6 
が 成り 立つ . また , 


AM ニ = き GA, BM= テ BC <G は へ ABC の 
重心 な の で 
で ある の で , これ を ① の 右辺 に 代入 する こと に より AGA 
AB'+ AC*ー す GA" 本 BCY まお も 5 の ② 三 9 : 2 
を 得る . 同様 に し て , 
BC*+CA*ー う GC* オ AB ……… ⑧③ 
AB*+BC* ニ GE*+ テ CAY の 


が 導 か れる の で , ⑨②+③+④ より , 
AB*+BC* 二 CA* 王 3(GA* 十 GBZ 二 GC? 
を 得る . 血 


[ 注 ] (2) も , (1) の よう に 座標 を 用 いて 証明 する こと が で きる 。. 
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BB.103 


(1) 3 点 A( ァ か, の ), B(z>, め ), C(zs %) を 頂点 と する 三角 
形 ABC の 重心 G の 座標 を 求め よ . 

(2) へ ABC の 辺 BC, CA, AB を %: ヶ に 内 分 する 点 を そ 
れ ぞ れ D, FE, F と する と き , へ ABC , へ DEF の 重心 は 
一 致す る こと を 示せ . 


| ア プロ ー チ > へ ABC の 重心 CG は , BC の 中 点 M に 対し , 線 分 AM を 
2 : 1 の 比 に 内 分 する 点 で す . 


了 散 還 (1) 辺 BC の 中 点 M の 座標 は 
?2 十 3 2 の 2 十 3 
M( ウチ の ) 

で あり , 線 分 AM を 2:1 に 内 分 する 点 が , 重心 

C G(x, 9) で ある か ら , 
M _zs 十 za 
12 の 証 二 証 21s 寺 222lk の 8 
? 座標 に つい て も 同様 な の で , 


e( か ュ 十 ys 十 7s 圭二 
3 は 3 


を 得る . 


(W2) A( ァ 。 の ), B(z, め ), C(zs。 が ) 
と する し 分 点 D, 1 F の 座標 xp, CE。 CF 


点 の 公式 革 _ 7272 十 2723 ー 22s 十 2 
分 公式 は , D 22 十 7 う E 22 十 久 2 
ュー クト za 。 なる. 


よっ て , へ DEF の 重心 G' の 座標 zz は , 
(1) の 重心 の 公式 計 op 
wo (Zzzs 十 Zs) 十 (7s 十 2 が ) 十 ( 2 十 227>) 
3(7z 十 2) 


_ (2 填 2 の (Zi 十 十 zs) 。 m 十 ze 十 ys 
3(zz 十 2) 3 


と な り , へ ABC の 重心 で の 座標 に 一 致す る . 
ヶ 座 標 に つい て も 同様 で も ある. よって, 重心 G' と 
重心 G は 一 致す る . 時 
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B.104 
2 直線 2z 十 (2 十 2) ヵ 十 2 テ 0 
マ 十 2 十 1 モ 0 

) 一 致す る 

(2) 平行 だ が 一 致し な い 

) 垂直 で ある 
の は , それ ぞ れ 2 が どん な 値 の と きか . 


アフ ロー チ > 2 直線 4 : az 十 か y 十 必 ー0 
ぁ : の zz 十 5y 十 ー0 

4 で の 一 の テテ 0 

412 で の 二 テ 0 


| つい て 


(1 ) 2 直線 ①, ② が 一 致す る の は , , ヵ の 
方 程 式 , ④ の 係数 が 比例 する と き , つま り 
2262( 二 2 


1 の 1 

の と き で ある . これ を 変形 する と , 
〆ーZ 十 2 か つ 2 十 2 テ 2Z 
cg 三 2 

の 


(2 ) 2 直線 ①, ④ が 平行 に な る の は 
@*@ 一 (4 十 2)・1 テ 0 
の と き で ある . これ を 計算 する と , 
(2 一 2)(2 十 1) テ 0 
g 三 2 また は テー1 


と な る が , ①, ② が 一 致し な いこ と か ら ュー 致す る 場合 を 
る 平行 に 含め る こ 
だ けが 求め る べき も の で ある . と も 多い . 


(3 ) 2 直線 ①, が 垂直 に な る の は 
の 1 十 (Z 填 2)・Z 三 0 
g(Z 十 3) テ 0 

c 三 0 また は og ニー3 
の と き で ある 。. 
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B.105 
2 を 定数 と し て , 直線 
人 l 二 2 ド (1 ポ の み 22ー6 生 0』 還 | 康 光 ① 
に つい て 考え る . 
(1) 直線 ① が 点 A(2, 一 3) を 通る よう に の 値 を 定め よ . 
(2) 直線 ① は , 2 の 値 に よら ず 定 点 P を 通る こと を 示し , 
その 点 P の 座標 を 求め よ . 


[アプ ブローチ (2) で は ,。① を 2 に つい て 整理 する の が ポイ ント . 
(1) 直線 ① が 点 A(2, 一 3) を 通る の は , 


ァ ー2。 ニー3 参 (1 一 の ・2 十 (1 二 の ・( 一 3) 二 22 一 6 テ 0 
を ① に 代入 し た . 1 4 
… gg ニー 一 
3 
の と き で ある 。 


( 2 ) 2 の 値 に よら ず ① を 成立 させ る (>, ? ヵ ) を 調 
べ る た め に , ① を Z に つい て 整理 する と 
(> 二 ヶ ー6) 填 (一 2 圭 2) モ 0 … 
0 二 2・0 三 0 は 育 と な る . ①' が , 2 の 値 に よら ず 成 立 す る の は , 


いか な る Z の 値 ァ キ ター6 三 0 。 。 。 。  “……… の ②) 
に 対し て も 成立 9 es ③ 
2 … (Z, の =(4, 2) 


の と き で ある . ゆえ に , 直線 〇 は , 2 の 値 に よら ず 
定点 P(4。2) を 通る . 箇 


[ 注 ] (1 で 求め た Z の 値 を ① に 代入 する と . 
5 一 27 デ 160 の ti ④ 
と いう 直線 が 得 ら れる . (2) で , 直線 〇 は , 2 の 
値 に よら ず 2 直線 ②④, の 交点 P を 通る こと を 
示し た の で , この 直線 ① は , 2 点 A,P を 通る 
直線 に 他 な ら な い . 
さら に , 直線 ① が 点 A 人 の 代わ り に 点 B(0, 3) 
を 通る よう に の 値 を 定め よう と すれ ば , 


Zー ミ と 確定 する 。 


員 55 
で は ,① は どん な 点 で も 通る よう に する こと 
が で きる の で あろ うか , この 疑問 は , 次 問 
B.106 で 明らか に な る 。. 
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B.106 
引 直 滞 史 みみ 計 ッ ー7 三 0 寺 | | 5 。 、 て ③ 
2z-32? 二 6 モ 0 htt の 

の 交点 と , 原点 を 通る 直線 の 方 程 式 を 求め よ . 


| アプ ロー チ > ①, ② を 連立 し て 交点 を 求め て お いて , その 点 と 原点 と 
を 通る 直線 と し て 答 を 出す こと が で きま す が , ここ で は , 前 問 で 学ん 
だ こと を 応用 し まし ょ う . 


医 還 を 定数 と し て ,①, ② か ら 形 式 的 に 
ん (z キ 9ー7) 十 2z 一 2? 十 6= モ 0 0 ……… ③ 

を 作る と , これ は , y。 ヶ の 1 次 方 程 式 な の で 直線 を 
表し , さら に , ③ は ん の 値 に よら ず ①, を と も に 
満た す (>,。 2) に つい て 成立 する . し た が っ て , 
方 程 式 ③ は , 2 直線 ① 〇 , ④ の 交点 を 通る ある 直線 を 
表す . 

そこ で , 直線 ③ が , 原点 O(0, 0) を 通る よう な 
の 値 を 求め る と , 


ー-7 を +6=0 。 … # 信 


と な る . よっ て 。 こ れ を ③ に 代入 し て 整理 し て , 
4 ァ ー3 ヵ 0 
を 得る . 


[ 注 ] ③ を た の 方 程 式 と 見 よう . 
する と , ⑧ は , ァ > 二 2 一 7 キ 0 で あれ ば , 
_ 2 ター32 圭 6 
当 の 57) 
と いう 唯一 の 解 を も つ . これ は 直線 ① 上 に な い 
点 を 与え る と , 方 程 式 ③ で 表 さ れる 直線 で その 


リタ ーー 


点 を 通る も の が 1 本 決ま る こと を 示し て いる . 

し た が っ て , ん の 値 を 変化 させ る こと に より , 
は , 2 直線 ①, ④ の 交点 を 通る ① 以 外 の 任意 の 直線 を 表す こと が で 
きる こと が わか る 。 

また 。 ん 。 7 を (4。 /) キ (0, 0) な る 定数 と し て , 方 程 式 

な z 二 み ー7) 十 7(2 ァ ー32 十 6). モ 0 mt ④ 

を 作る と , ④ は , 2 直線 ①, ⑰ の 交点 を 通る 任意 の 直線 を 表す こと が で 
きる . 
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直線 7 : 2z 一 十 8 デ 0 と 2 点 A, 
が ある . 

(1) 直線 7 に 関す る 点 B の 対称 点 C の 座標 を 求め よ . 

(2) 直線 7 上 に 点 P を と り , AP 十 PB を 最小 に する 点 P 
の 座標 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 2 点 B,C が 直線 7 に 関し て 対称 に な る た め に は , どん 
な 条件 が 満た され る べき で ある か , と 考え ます . (2) で は , 1) を 利用 す 
る と 鮮やか に 解決 し ます . 


菩 還 (1) 点 B(5, 3) の 直線 7 に 関す る 対称 点 が 
C(2。 の) に な る の は 
i) 線 分 BC の 中 点 が 7 上 に ある 
か つ 
0 呈 較 516 泊 分 / 
が 成り 立つ と き で ある . 
i ) の 条件 は , 


2・ g 士 5 5 填 3 
2 2 


22 一 2 十 13 モ 0 の … の or… ① 
i) の 条件 は , 
8 一 3 
(26) 
g 十 22-11 モ 0 0 の 0lieo… ② 
①, ②@ を 連立 し て , 
2 ニー3 
遂 


を 得る 。 よっ て 。 C( 一 8,. 7) で ある 。 


3=0 


2 ニー1 


( 2 ) AP+PB=AP+PC 
=AC 
この 等 号 が 成り 立つ の は , 3 点 A, P, C が 同 
一 直線 上 に 並ぶ と き で ある . 
つま り , AP 十 PC は 点 P が , 直線 7 と 
直線 AC : gy ニ ー2z 十 1 


に 私 / 


と の 交点 (一 2) に 来 た と き 最小 と な る . 
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B.10 
(1) 点 P(zo,。 %) か ら 直 線 2Zz 十 0/ 十 c 三 0 に 至る 距離 の Z は 
ノー 22o 填 06 十 c| 
Y〆 十 が 
で 与え られ る こと を 証明 せよ . 
(2) 原点 O と 2 点 A(z』, ), B(zz, ) を 結ん で で きる 
へ OAB の 面積 ぐ は 


Sー す | みみ | 
で 与え られ る こと を 証明 せよ . 


[アプ ロー チ > (1) は , 実直 に 計算 し て いっ て も いつ か は 解決 し ます が , 
ちょ っ と し た 工夫 で 労力 が 修 約 で きま す . 


(9) 点 P(z。 が ) を 通り , 


直線 ZZz 坪 二 c モ 0 mt ① 
に 垂直 な 直線 は 
が ァ ーzo) 一 27ー) モ 0 0 ……… の 
で ある . そ と で 。① を 
@ ァ ーzo) 十 0(2 一 %) テ ニー(2zo 圭 6 十 c) ……… ⑨③ 


と 変形 し , ⑨*+⑧Z を 作る と , 
(〆 十 の )((ーzo/ 填 (2 一 % 作 ー(2zo 十 が 十 c)7 
23X の 
と ころ で , 2 直線 ①, ② の 交点 H(z, ヶ ) に 対し 
の ーPH* ニ =( ァ ーzo)* 十 (一 %)* 


で ある の で 
の 2ー (2zo 十 の o 十 c)* 本 ッ ー1exo 填 zo 十 c| < 実数 4 た 対し 
の YZ+ ど ソ 空 =|4| 
を 得る . 四 


A(x, か ) 
( 2 ) B(z, の) か ら , 直線 OA 3 アァ ー ァ yi み 三 0 


に 至る 距離 BH は 
ご | 一 | うき | zi 一 sw| H 


Y 十 (一 ) 7 十 の" 


で ある の で 
$= テ 0A・BH 一 | み め 一 gw| 
と な る .。 血 0 


B(zs, ?y:) 


2 の  $1 図形 と 方 程 式 


3 点 A(0, 3), B( 一 4, 0), C(2, 0) を 頂点 と する ム へ ABC の 
内 心 I の 座標 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 三角 形 の 外 心 重心 の 座標 を 求め る こと は , すでに 学び 
まし た . (5" B.101, 103) 今度 は 内 心 で す . 内 心 の 定義 (内 接 円 の 中 
心 三 各 辺 に 至る 距離 が 等 し い 点 ) に 基づい て 考え まし ょ う . 


内 心 と は , 各 辺 に 至る 距離 
が 等 し い 点 で ある . それ ぞ れ の 直 
線 の 方 程 式 は 
AB : 3 一 4z 十 12 テ 0 
BC : ? テ 0 


CA : 3z 十 2 ヶ 2 一 6 テ 0 
で ある の で , I (>,。 ヶ ) と お く と, 


18z 一 49 12| _」」_13z 十 2 一 6| SR。 凌 ① 
が 成り 立つ . 
一 方 , I は へ ABC の 内 部 に ある の で , 
3 ァ ー4z 十 12>0 
ヶ >0 OCGOOG (②) 
3z 十 2 ヶ 一 6 く 0 


で ある . ⑨② の 下 で は ,① は 
1 
y13 ヶ テー(3z 二 22 一 6) 
と 同値 と な る の で , これ ら を 連立 する こと に より , 
3 一 Y13 1 一 13 
1 (うき エー を 得る . 


[ 注 ] I が へ ABC の 内 部 に ある 
と いう 条件 ② を 無視 し て , 連立 方 
程 式 を 解 く と , 1 以外 の 3 点 の 
座標 が 得 ら れる . これ は , へ ABC 
の 外部 に あっ て ,。1 辺 と 2 辺 の 延 
長 に 至る 距離 が 等 し い 点 (へ ABC 
の 傍 心 ) で ある 。. 
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B.110 
4 点 A(2, 議 B(3, 0), C(4, 3)。 D( 喧 選 ん ) が 同一 円 周 
上 に ある よう に , 定数 を の 値 を 定め よ . 


[アプ ロー チ > 3 点 A, B, C を 通る 円 上 に , 7 4 
点 D が あれ ば よい と 考え ます . 


3 点 A, B, C を 通る 円 の 方 程 式 を 
ァ “ 二 77 十 の 十 6/ 十 c 王 0 
と お く と ,。 定数 2。 2, c の 値 は , 方 程 式 


22 一 の 十 c 十 5 三 0 C 

36 十 c 十 9 三 0 

44 十 3 の 十 c 十 250 B ェ 
を 満た す . これ を 解く と , に 


g 三 2。 の ニー6。c テ ー15 
と な る の で , 3 点 A, B, C を 通る 円 は , 方 程 式 
ァ * 上 7* 十 2 ァ ー6 ヶ 一 15 テ 0 
で 表 さ れる . 
点 D( 一 1, /) が この 円 上 に ある の は , 
1+ デ ー2 一 6 一 15=0 
/ が 一 6 な 一 16 三 0 二 ① 
(を 一 8)( 填 2)=0 
ん 三 8 また は ん ニー2 
の と き で ある . 
[ 注 ] 3 点 A, B, C を 通る 円 の 中 心 の 座標 
(>, ?) を B.101 [ 注 ] と 同様 な 方 法 で 求め る と , 
(一 2)* 十 (2 十 1)* 王 ( ヶ ー3)7 十 7 
隊 20 
ァ オ 一 2 テ 0 
人 
内 2 り 還 (人 25 3) と な る * 
そこ と で, CD の 垂直 二 等 分 線 が , この 点 を 
通る よう に た の 値 を 決め れ ば よい . 
CD の 垂直 二 等 分 線 は 
(一 4 の 十 (》 ヵ ー3) 王 ( 十 1)7 二 (ター が 
10x 十 203ー/ が 7 十 デ ー24 テ 0 
で ある . これ に (>, の (1, 3) を 代入 すれ ば よい . 


タ 22  S$1 図形 と 方 程 式 


B.111 
直線 ター ディ ァ 二 6 0 or ① が 
円 2 エバー4 ァ ー67 十 5 Sasies な きる ② 


と 接する よう な 実数 z の 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ ツ > 直線 と 放物線 と が 接する た め の 条 件 は , 2 式 か ら ヵ を 消 
去 し た の 2 次 方 程 式 が 重 解 を も つこ と で す . (中 大 学 へ の 数 学 
ニュ ー ア プロ ー チ B. 608) この 手法 は , 直線 と 円 が 接する 条件 を 求め る 
の に も 通用 し ます が , 特に 円 の 場合 , 円 の 幾何 学 的 性 質 に 注目 する こ 
と に より , も っ と 簡単 に 解決 し ます . 


Aa 較 軸 ② は , 
( 々 ー2 が 十 (ー3 ゲ 一 8 
と 変形 で きる の で , 
円 の 中 心 は A(2, 3)。 半径 は 78 
で ある 。 
よっ て , 直線 ① が 円 ② と 接する た 
め に は 


(Pe )=( 則 の 半 ) 
|2-8 二 2| _ 
TTP 「 
と いう 関係 が 成り 立つ こと が 必要 十 
分 で ある . これ を 解く と , 
12 一 1|=4 
6 一 ] 三 土 4 
oc 三 5 また は og ニー3 
を 得る . 


[ 注 ] こと で 用 いた 円 の 幾何 学 的 
性 質 と は , 

“円 の 接線 は , その 接点 と 円 の 中 心 
を 結ぶ 直線 に 垂直 で ある ” 

の こと と で ある 。. 
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直線 ? ヵ =2z オ を ……… ① が 
(1) 放物線 9?= ィ 7 mitmhtmt ⑨ 
(2②) 円 ァ 十 ー62? デ 0 0 ……… ③ 
に よっ て 切り 取ら れる 線 分 の 長き が 275 と な る よう な 


定数 を の 値 を それ ぞ れ 求め よ . 


[アプ ロー チ > (1) ①, から ヶ を 消去 し て 得 ら れる r の 2 次 方 程 式 の 
2 実数 解 が , 直線 ① と 放物線 ② の 2 交点 の 座標 を 与え を ます . (2) も (1) 
と 同じ 方 針 で も 解決 し ます が , 前 問 同様 。 円 の 幾何 学 的 性 質 を 利用 し 
ま 光 8 の 訂 


(1) ①② が 2 点 P 骨 6 で 秋 お る き 通 そ 
の 2 点 の 座標 は , ①, から ヶ ? を 消去 し て 得 ら れ 


る の 2 次 方 程 式 
ァ ー2 ァ ー ル 三 0 hietet ④ 
の 2 解 で や る . それ ら を eg, と お く と ,。 2 交点 P, 
Q の 座標 は , 
P(2。 2g 十 め 。 Q(8, 28 寺 が = 放物線 ② 上 に あ 
と 書け る . る と 考え れ ば 
co)(G P(2。 の ) 
PQ ニ (g の " 二 (2g29) 憲 5(g の * 0 
と お ける とこ と に 
と な る の で , A 
の 
PQ=275 
と な る 条件 は 
( ゥ 一)*= テ 4 
(2 十 の * 一 4g9 テ 4 OPC ス 1 ⑤ 
で ある . 
ae 
e 寺 三 2。 28 ニ ー ル 0 ……… ⑥ ミ 解 と 係数 の 関係 
で ある の で ,。⑥ を ⑤ に 代入 する こと に より , 
=0 


を 得る . 


タグ 3$1 図形 と 方 程 式 


(2 ) 円 ③ は 8, 
ァ * 十 ( ッ ー3)*ー9 
と 変形 で きる の で , 点 A(0, 3) を 中 心 と する 
半径 3 の 円 を 表す . 
直線 の 〇 と 円 ③ と が 2 点 P, Q で 交わ る と き 
A か ら 直 線 ① に 下ろ し た 垂 線 の 足 M は , 線 
分 PQ の 中 点 に な る . 
し た が っ て , PQ= テ 2/5 と な る の は 
PM=/5 
の 3 まり 
AP*- AM* 王 PM* (三平 方 の 定理 ) 
32-AM ゲ =5 … AM ニテ 4 0 ……… ⑦ 
が 成り 立つ と き で ある . 
謗 5 


AM ニテ 


| を 一 3| 
y22 二 (1 
で ある の で ,。 これ を の ⑦ に 代入 し て , 
(9 = 
ん 一 3 テ 土 275 
た 三 8 土 275 
を 得る . 
[ 注 ] 1" (1) に お いて ,。①, が 異な る 2 点 で 交わ る た め の 条 件 
④ の 判別 式 =4(1+ す の)>0 tt 
を 合わ せ て 考え な けれ ば な ら な いと 思う 諸君 も いる か も し れ な い . 
し か し , 条件 ⑤ を 考え て いる と き に は , この 条件 は 自動 的 に 成り 
立つ の で 。⑧ を 連立 する 必要 は な い . 


2* (2) の 解答 は , 次 の 円 の 幾何 学 的 性 質 に 基 づ 
いて いる . 
“円 の 任意 の 弦 に , 中 心から 
下 し た 垂 線 は 。 その 弦 を 二 等 分 する ”" 


$1 B 篇 (演習 問題 ) る 5 


B.113 


定点 A(2, 0) を 通る 直線 ゥ w(z 一 2) ……… ① が 円 
の coovnsr ⑨ と 相 異 な る 2 点 P。Q で 交わ る と 
き 。 積 AP・AQ の 値 は みみ に よら ず 一 定 で ある こと を 示せ . 


[アプ ロー チ > 線 分 の 長 さ を 知る に は , 両端 点 の 座標 が わか れ ば 良い わ 
け で す が 。P, Q の 座標 を , 実際 に w の 式 で 表す と 。 ひ どく 複雑 に な 
っ て し まい ます . 文字 の 上 手 な 使い 方 を マス ター し て 下さ い . 


交点 P, Q の z 座 標 は 。①, か ら 
ヶ を 消去 し て 得 ら れる > の 2 次 方 程 式 
ァ ” 十 (2 ァ ー27)* 三 1 
(1 十 7 の z*ー472 士 472 一 1 三 0 …③ 
の 2 解 で ある . 
それ ら を og, 2 と お く と . P, Q の 座標 は 
P(2,。 (@ 一 2))。 Q(@, (8 一 2)) 
と 書け る . よっ て , 


AP=/(。-27 十 (2 一 27 ニ 1 十 巡 |g 一 2| 者 実は , o く 2 
同様 に , AQ=y1 十 中 2 一 2| と な る の で , 司 
2 人 に 24 
それ ら の 横 は と 計算 で きる . 
AP・AQ=(1 二 |(Z 一 2)(8 一 2)| 
=(1+7 が 128 一 2( ヶ 填 の 十 4| 
で ああ 。 と と で 
2 の 人 コ 
gg クー < 解 と 係数 の 関係 
で ある か ら 
AP・AQ= (2) 愉 ー2ー 4 3 


人 
と な る . ゆえ に , 積 AP・AQ 0 
よら ず 定 数 3 に 等 し い . 血 
[ 注 ] 0 1 点 A か ら 円 0 に 導線 
割線 APQ を ひく | 
AP・AQ= の ia 
| が 成り 立つ . [方 べき の 定理 


本 問 に お いて は , AT +OT AO より AT 3 で ある か ら , 上 
で 得 た 結果 は , 確か に 方 べき の 定理 と 合致 し て いる . 


6 3$1 図形 と 方 程 式 


B.114 
回 抹 計 6 の 2 バズ ① 上 の 点 P(zo。 %) に お ける 接線 は 
zo ダ 十 oy デ 7“ COO ② 


で 与え られ る こと を 証明 せよ . 


[アプ ロー チア いろ いろ な 方 法 が あり ます . いずれ に せよ , 円 の 接線 の 
幾何 学 的 性 質 を ふま える こと が 基本 で す . 


円 ① の 中 心 は 原点 O で あり , 点 P(z。。 %) で 

円 の 接線 の 幾何 計 の 円 ① の 接線 は , P(z。。%) を 通り , 半径 OP に 垂直 
学 的 性 質 . な 直線 で ある . 
直線 OP の 方 程 式 は 

の の 006 コ 220 の に ー()M 誠 還 に 3 和 2Goe 
で ある の で , P(zo, %) を 通り 直線 OP に 垂直 な 直 
線 の 方 程 式 は , 

Xe( ァ 一 zo) 十 (一 婦 ) 三 0 

20Z 十 2 三 27 十 7 …… の … ④ 
と な る . 
一 方 , P(zo。 %) は 円 上 の 点 で ある の で 

yo 十 ゲー ァ ? 
が 成り 立つ の で ,。④ は 

Yo 十 0 み 7“ 
22NC の 訓 半 


@ 


or 十 o9 三 7" 


[ 別 証 ] 点 P(zo。 ) は 円 の 上 の 点 だ か ら 
zo 十 2 の ニケ “ 
が 成り 立つ . これ より , 直線 ② が 点 P(zo。, %) を 通る こと は 明らか で 
ある 。. 
一 方 , 円 の 中 心 O(0, 0) か ら , 直線 ② に 至る 距離 は 
| 三 列 3 放し 2 
yzy+g 727 1z| 

で ある か ら , 確か に 円 〇 と 直線 ② と は 接する . 

ゆえ に , 直線 ② は , 円 〇 の 点 P に お ける 接線 で ある . 自 


$1 B 篇 (演習 問題 ) る 2Z 


B.1155 
2 つの 回 還 の トク ー42 2/。kU 王 0 目 症 拉 記 記 3 科 ① 
ァ デ 十 の 7 十 2 ァ ー2y ヶ 一 g 三 0 GOO ② 
が 次 の 各 条 件 を 満た す の は , 。 が いか な る 値 の と きか . 
(1) 外 接 する . (2②) 一 方 が 他方 の 内 部 に ある . 


[アプ ロー チ フ > 2 円 の 位置 関係 は 一 般 に , 2 円 の 中 心 問 の 距離 と 半径 
と の 関係 で 判定 で きま す . 


①, は それ ぞ れ ⑨ は , 2 テー2 
(zー27“ 十 (2 十 1/ー4 の と き , 1 点 
(> 十 1)* 十 (2 一 1)* 三 2 十 2 き Cz( 一 1, 1) を 


と 変形 で きる の で 。① は 。, 中 心 Ci(2, 一 1) 半径 ヵ 表し , g く <ー2 


ー2 の 円 , ② は , 中 心 Cx 一 1, 1), 半径 = ソ ygT2 の と き は 図形 を 
表 さ な い .。 


の 円 を 表す . また , 2 円 の 中 心 問 の 距離 ⑦ は 
の 地 GCz デ Y18 
で ある 。. 
(1 ) 2 円 が 外 接 する の は , 
9 テカ 十 2 
y13 王 2 十 72 十 2 
が 成り 立つ と き で ある . これ より 
2 寺 2 ニ 713 一 2 
g 王 15 一 413 


を 得る . 
( 2 ) Cz( 一 1, 1) は 円 〇 の 外部 に 
ある か ら , 円 〇 が 円 ② の 内 部 に ある 
場合 し か な い . 
その 条件 は , 
の くの一 
13 く 7/2 二 2 一 2 了 は POC 
が 成り 立つ こと で ある 。. 
よっ て , ⑨⑧ を 解く と 
2 寺 2 >2 填 13 
g 十 2>(2 填 713)* 
g>15 十 4713 
と な る . 
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B. 11B 


の 還 ( の NR に ミー 請 旨 生 抽 還 誠 2 ① 
Cs : アダ 十 ゲ 一 3z 一 29 十 2 三 0 ……… ② が ある . 
1) 2 円 , 〇 は 異な る 2 点 で 交わ る こと を 示せ . 
(2②) 2 円 〇 の 2 交点 を 通る 直線 の 方 程 式 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (1) 2 点 で 交わ る こと を 示す に は 。2 交 点 の 座標 を わ ぎ 
わざ 求め る 必要 は あり ませ ん . た と えば, 2 円 の 中 心 問 の 距離 ⑦ と 
2 円 の 半径 ヵ , の 間 に 

| カー| く 2 く 十 な 
が 成立 し て いる こと を 示す と いう の が 1 つの 方 針 で す . 解答 で は 別 
な 方 法 を 示し まし ょ う . 

(2) 2 交点 の 座標 を 求め な く と も , その 2 交点 を 通る 直線 の 方 程 式 は 

求め られ る , と いう の が 本 問 の ポイ ント で す . 


① か つ ② 
e 飼 ② か つ ③ 
も 成立 する . 


4 5 
の 


h 


多 > 


隊 還 (1) ① と ⑨② を 連立 方 程 式 と 見 て ,。 ①ー② 
を 作る と , 

3z 填 2 ケー-ー3 モ 0 ht ③ 
が 得 ら れる . 

逆 に 。① と ③ を 仮定 する と ,。①ー③ か ら ② が 得 ら 
れる . ゆえ に , ① か つ ② は ① か つ ③ と 同値 で ある . 
し た が っ て , 2 円 ①, が 異な る 2 点 で 交わ る こと 
を 示す に は 。 円 ① と 直線 ③ と が 異な る 2 点 で 交わ る 
と と を 示せ ば よい が , 

(2 )= |-3| _ 3 

直線 ③ に 至る 距離 / /3? 十 2? 713 

く 1 三 (円 〇 の 半径 ) 

より , 確か に 円 〇 と 直線 ③ は , 異な る 2 点 

で 交わ る 。 血 


(2) 直線 ③ は 2 円 の 2 交点 を 通る の で ,。 ③ 
が 求め る も の で ある . 


[ 注 ] (2) の 議論 が 成立 する に は , (1) が 証明 され て いる こと が 必要 で あ 
る . 2 円 が 2 点 で 交わ っ て いな い 場 合 に 。 上 の よう に し て 得 ら れる 
直線 の 方 程 式 が 表す 図形 の 幾何 学 的 意味 に つい て は ms C.3 
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回 市 計 25 邦 0 ……* ① と 直線 2z オ ヵ ー6= テ 0 …… の ②) 
の 2 交点 P, Q を 通る 円 で , 
門 が キ ゲ ー9 三 0 ……… ③ に 接する も の を 求め よ . 


ES が 050085685985R2BEEE5GREEESPSESS6ERE22SS 


“2 交点 P, Q を 通る 円 ” の 方 程 式 を どう 表現 する か が 
ポイ ント で す 。 B.106 を 応用 し まし ょ う . 


左 還 円 〇 と 直線 ② が 異な る 2 点 を 共有 
する こと は 自明 で ある . そこ で ,。 た を 実 
数 と し て , 方 程 式 
ァ z* 十 7ー25 十 (2 ァ キ 一 6) 三 0 … ④ 
を 考え る . 
①, ⑨ を と も に 満た す ( ァ , ヶ ) は , ④ も 
満た すこ と か ら ,。④ は , 円 〇 と 直線 ② の 
2 交点 P、Q を 通る 円 を 表す . 
そこ で , 円 ③ と 円 ② が 接する よう な ん た 
の 値 を 求め よう . 
と ころ で , ③ と ④ を 連立 し た 方 程 式 は 
④ー③ か ら 作 られ る 
2 太 二 太一 (6 圭 16) モ 0 ……… ⑤ 
と ③⑨ を 連立 し た も の と 同値 で ある . 
し た が っ て , 2 円 ③, ④ が 接する の は , ⑤ が 直線 を 
表し , それ が 円 ③ と 接する と き , つま り , 
|64+16| _。 
y(2/ が 二 
と な る と き で ある . これ を 満た す 実 数 た の 値 を 求め 
る と, (6r 二 16)* 一 9・5 
9 だ ー192 を 一 256=0  … メニ 25 


と な る . ゆえ に , 
3(z* 二 の) 一 75 十 16(2 土 5 )(2 ァ キッ ー6) ニ 0 
が 求め る 円 の 方 程 式 で ある . 2 点 P, Q を 通り , 円 ③ 
に 接する も の は , 上 図 の 点線 に 示さ れる よう な 2 つ 
し か な い の で ,。 これ で すべ て 求め られ た . 
[ 注 ] 2 円 ③④ が 接する 条件 を , 
[③, ④ の 中 心 間 距 離 ]=[③, ④ の 半径 の 和 ま た は 差 ] 
を 利用 し て 求め て も よい . 
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円 ダキ ゲー ア ” の 外部 の 点 P(z。 %) か ら こ の 円 に 引い た 2 
本 の 接線 の 接点 を Q, R と する と き , 直線 QR の 方 程 式 は 
2o 十 2o み デ 7“ 
で 与え られ る こと を 証明 せよ . 


| アプ ロー チア 接点 QR の 座標 を 具体 的 に 求め よう と する と , 繁 雑 な 
計算 に まき こま れ て し まい ます 。. 

ン OQP= ン ORP=90* ょ より ,。 Q。R 
P(zo,%) は 。 2 点 OP を 直径 の 両端 と する 円 


々 (ターzo) 十 (ター が ) 三 0 ……… ⑨① 
上 に ある . 一 方 , QR は も と も と 円 

ーー ② 
上 に あっ た の だ か ら , 直線 QR は , 2 円 ①, ④ の 
2 交点 を 通る 直線 と 考え られ る . 


その 方 程 式 は 。① と ② か ら , 形式 的 に 作ら れ 
る , ②-ー①, すなわち 
CB.116 基 zoZ 十 2oy 三 7” で 与え られ る 。 血 
[ 注 ] 1* 上 の 解 に お いて , 円 ① の 代り に , 点 P(zo, ) を 中 心 と する 
半径 PQ の 円 ( ヶ ーzo)/ 十 (一)* 王 zo* 十 2 アー” を 考え て も よい .。 
2” 次 の 別 解 は , その 単純 性 と 巧妙 さき に よっ て , 極め て 有名 な も の で 
ある . 理解 で きた と き に は , 小 世界 が 開か れる 気分 を 味わう こと が 
で きる だ ろう . 
別 角 P(zo。 %) か ら 引 いた 2 本 の 接線 の 接点 Q。 R を 
Q(i, の ), R(z, の ) と 9 の 5 
直線 QP。 RP は それ ぞ れ 円 周 上 の 点 Q, R で の 円 
94 P(zo, が ) の 接線 で ある か ら , その 方 程 式 は 
QP : zz 十 カ 777 …… ① 
RP : zzz 十 2 王 7" …… ②) 
P(z。, ぁ ) は これ ら 2 直線 の 交点 で ある か ら , 
(zo。 ) は ①, を みた す , つまり, 


で 与え られ る . 


0 レン 全 PPP ③ 
2Zo 十 2270 三 アクター ……… ④ 
ergegー ア が 成り 立つ . 一 方 , こ の ③,④ は 
直線 zoz 十 202 デ 7 ーー …… の ie ⑤ 


の 上 に , 2 点 Q(。 ), R(zz。 ぁみ ) が の っ て いる こと を 示し て いる . 
ゆえ に , 直線 ⑤ が 直線 QR の 方 程 式 に 他 な ら な い . 
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B. 11 
2 定点 A(2, 0), B( 一 2, 0) に 対し , 次 の 各 条 件 を 満た す 
点 P の 描く 軌跡 を それ ぞ れ 求め よ . た だ し 2, ん ,。 7。 は 正 
の 定数 で ある . 
(1) PA* 一 PB*ー ん た 
(2) PA :PB=%:z 


[アプ ロー チ > P の 座標 が 満た すべ き 式 を 作れ ば よい で し ょ う . 


( 1) P(z, ヶ ) と する と , 与え られ た 条件 は 

革 0 
4 

よっ て , 求め る 軌跡 は 直線 ィ ニ ーー で ある . 


( 2 ) 与え られ た 条件 は 
(>ー の * 十 の 7: 7(z 十 の 7 十 の 
2Y(z 二 の" 十 の ー%V( ァ ー の 7 二 が で ある 。. 
以下 , これ を 同値 変形 する . まず 両辺 を 2 乗 し て , 
2((Z 十 の " 十 29ー((Zーg が 十 級 電 / オ ー ノ 万 
(* 一 9(z7 十 9 の の 十 22(727 十 2 の 9z ニ ( が 一 7 の の を - 4 ニテ =0 


( ァ ーg の 二 ダ ー{((Z 十 の 7 十 29 モ た 。 … ァ ー 


1" 三 2 の と き ,。 上 式 は > 三 0 と な る . 
すなわち , 求め る 軌跡 は り 軸 で ある . 
2” キ z2 の と き ,。 上 式 は 


が 2 
2) キア ーー の 2 と な る . すなわち 


2 2 
求め る 軌跡 は 中心 (一 一 富 e。 0) 


7 


半径 Te の 円 で ある . 


[ 注 ] (2) に お いて , 學 キ 2 の と き は , い 
わ ゆ る アポ ロニ オス の 円 で ある . これ は 
線 分 AB を 7:z に 内 分 する 点 C と 外 
分 する 点 D を 直径 の 両端 と する 円 で ある . 
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拉 に か 3 約 みはら りこ gz” を 平行 移 
動 す る と き , 移動 する 放物線 の 頂点 は どの よう な 図形 を 描 
く か 。 た だ し , 2 は 2 キ 0,。 1 な る 定数 と する 。 


[アプ ロー チ > 頂点 が (, 了 ) に 来る よう に ?ーgz” を 平行 移動 し た 
と き , 2?ー ァ ” と 接する た め の 条 件 は な ん で し ょ うか . 
放物線 
1 ッ ー 7“ 
を 平行 移動 し て , 頂点 が 


( え , T) に 来る よう に する と 。, 
その 方 程 式 は , 
タテ g の ( ァ ー ダ ) 十 也 … ① 
と な る . この 放物線 が 
ーッ? ・② 
と 接する た め の 条 件 は , の 
か ら ? ヶ を 消去 し て 得 ら れる 
ァ の 2 次 方 程 式 
2 の ( ァ ー ズ ダ )/ 十 了 アテ ッ ァ 2 … ③ 
が 重 解 を も つこ と で ある . 
⑨ を 整理 すれ ば 
(2 一 1)z*ー22 ダ ァ 
十 2 ダ * 上 アテ 0 
と な り , 重 解 条 件 は , 
の ペパー(g 一 1)(2 ダ 二 ヤ ) テ 0 


ーーー? 


で ある . 
よっ て , 求め る 軌跡 は , 


放物線 ka 
で ある 。. 


[ 注 ] z 三 1 の と き , どの よう に 平行 移動 し て も 2 つの 放物線 が 接 す 
る こと は な い . 共通 点 を も つ な ら ば 両者 は 1 点 で 交わ る か , 一 致す る 
か どちら か で ある . 
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目 : 誤 た 
傾き の 直線 が 放物線 = ィ ” と 2 交点 P,Q を も つよ 
うに 動く と き , 線 分 PQ の 中 点 の 描く 軌跡 を 求め よ 、 


| アプ ロー チ > 線 分 PQ の 中 点 の 座標 を 7 で 表す た め に , 2 交点 P, Q 
の 座標 その も の は 不要 で す . し か し , 2 交点 は 存在 し な けれ ば な り ま 
せん . 


隊 還 直線 ?= ニ zz 十 た と 放物線 ヵ ニ ァ ” の 共有 点 
の 座標 は , 2 次 方 程 式 
ァ デ ーー ん ー0 


の 実数 解 で あり , 2 交点 が 存在 する 条件 は 


2 
27 十 4 た >0 … Ss に ちあ ③① 
で ある . 
この 条件 の 下 で , 2 交点 P, Q の 座標 を 2。 と 
0265 
@ 十 三 72 タ 解 と 係数 の 関係 
が 成立 する か ら , 線 分 PQ の 中 点 の 座標 は 
2 @ 十 / 
| 2 中 点 は 直線 
9ー74Z 十 ん 2 三 7Z 十 ん 
すなわち , の 上 に ある . 
隊 era1g1Wei06 ⑨ 
2 
9ー 信 を 還 ③ 
で 与え られ る . 
そこ で ん が ① を 満た し な 


が ら 動く と き , ⑧, ③ で 定 
まる 点 (Z, 9) の 軌跡 を 求 
め る と , 


半 直線 
2 
ーー か つ リン 

と な る . 


9 王 加 十 ん 


1 
1 
1 
1 
! 
1 
1 
1 
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放物線 は , ヶ 軸 に 平行 な 対称 軸 を も ち , 原点 で 直線 
ッ ー ァ に 接し て いる . この よう な 放物線 わ の 頂点 の 軌跡 を 求 
め よ . 


[アプ ロー チ > 原点 を 通る 放物線 の 方 程 式 は ? それ が デー ァ に 接 す 
る 条件 は ? 方程式 が 書け れ ば 頂点 は すぐ 分 か り ま す . 


原点 を 通り ヶ 軸 に 平行 な 対称 軸 を 


| も つ 放物線 は 。 
ッ ーgZ* 十 6z (2Z キ 0) 
と 表せ る . 
これ が 直線 ? ァ と 接する 条件 は , 
2 次 方 程 式 
2Z” 十 zー ア 


eZ” 十 (5ー1) ァ 0 
が 重 解 を も つこ と で あり , 2 ヵ ー1 を 得る . 
よっ て , 放物線 は,。 
ッ デ の z7 十 (2 キ 0) 0 ……… ① 
と 表せ る . ここ で ① は 


と 書け る か ら , ア の 頂点 の 座標 は 


の ビー っ 

2Z 4Z 

で 与え られ る . Z が g キ 0 を 満た し て 動く と き , ② 

 B.123 > で 与え られ る 点 (y, ヶ ) の 描く 軌跡 を 求め れ ば よい . 
点 (x, 2) が 求め る 軌跡 上 に ある た め の 条 件 は , 


ァ ー0 の と き , ② を 満た す g( キ 0) が 存在 する こと で ある . ② の 第 
を 満た す 2 は に 1 ペ 
存在 レ し ない. | 24 1 式 は ァ キ 0 の と き 解 at の 5 を も ち , これ が 


gーー 寺 を 第 * ② の 第 2 式 を 満た す 条件 は ッ 一 テマ で ある . 
2 式 に 代入 し て よっ て , 求め る 軌跡 は 
4 を 消去 し た . 1 
直線 ゅ ー テ ァ (た だ し , 原点 を 除く ) 
で ある . 
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7 が すべ て の 実数 値 を と っ て 変化 する と き 。, 
時 由 
IE ①, Ha の 


で 定まる 点 P(y, 2) の 軌跡 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 点 P の 軌跡 と は , 適当 な 実数 7 を 用 いて ①, ⑨② で 表 き 
れる よう な (>, 》) の 全体 で す . 
し た が っ て , 
(>, の と づつ ①, ② を 満た す 実 数 7 が 存在 する 
が 成り 立ち ます . 


①, ⑨ を 満た す 実 数 7 が 存在 する よう な ヶ 。, 
ヶ の 条件 が 求め る 点 P の 軌跡 を 与え る . 
9? キ 0 より , ①② を 作る と 


2 
2 本 3 な ちな ③ 
が 得 ら れる . 
逆 に , ②x③ を 作る と ① が 得 ら れる の で , ミ ① と ③⑨③ を 組ん で 
① か つ ② とう ⑳⑨ か つっ ③ も ② が 得 ら れ な 
で ある . ② と ③ を 満た す 7 が 存在 する の は , 5 
③ を ② に 代入 し て 7 を 消去 し て 得 られ る 方 程 式 0 の 
] ① か つ ③ 
3 で ある 。. 
(2) 8 
が 成り 立つ と き で ある . よっ て , これ を 整理 する と, | 
み 
2 か つ ヶ z キ 0 
ァ * 十 ーッ か つ ? キ 0 
と な る 。. 
ゆえ に , 求め る 点 P の 軌跡 は 。 
円 * デ 十 ゲ ーッ か ら 1 点 0(0, 0) を 除い た も の 
で ある . 3 
[ 注 ] ①*+⑧* を 作る と 直ちに y" オ ーッ ……… ④ が 得 ら れる . し 


か し , これ だ け で , “ 点 P の 軌跡 が 円 の で ある ” と は 言え を ない. つま り , 
“ 点 P が 円 の の 周 上 に ある "こと が 分 か っ た だ け で , “P が 円 の の どの 
部 分 を 動き 得る か (軌跡 の 限界 )" は 不明 で ある . 


of/ 
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みす べ て の 実数 値 を と っ て 変化 する と き , 2 直線 
タデ 72 0 ① 
ァ 十 22 モ 0 0 0 の) 


の 交点 の 軌跡 を 求め よ . 


[アフ ローチ > “交点 の 軌跡 "だ か ら と いっ て すぐ に "交点 の 座標 "を 求 
め よ うと し て は いけ ませ ん . ここ で は , 2 直線 の 位置 関係 に 注目 し て 
し 223 

了 還 2 直線 ①, は, の 値 に 依ら ず そ れ ぞ れ 
O(0, 0), A(2, 0) を 通り , か つ 直 交 し て いる . 

よっ て , それ ら の 交点 は 。O, A を 直径 の 両端 と 
する 円 の 周 上 に ある . 

と ころ で , 直線 ① の 傾き が 7, が すべ て の 実数 値 
を と っ て 変化 する と , 直線 ① は , 原点 O を 中 心 と し 
て 回 転 し , ヶ 軸 以 外 の 任意 の O を 通る 直線 を 表す . 
し た が っ て , 求め る 軌跡 は 。O, A を 直径 の 両端 と 
する 円 。, すなわち , 

円 (*ー1)* 填 ゲー1 か ら 1 点 O(0, 0) を 除い た も の 
で ある 。. 


[ 注 ] 実際 に 交点 を 求め る と , 


2 2772 
③ eee ④ 


と な り , 前 問 B.123 と 同じ よう な 形 に な る の で 前 問 
と 同様 な 議論 を 展開 すれ ば 正解 が 得 ら れる . し か し , 
一 般 に , “連立 方 程 式 を 解く ” と は , その 方 程 式 を “最も 単純 な 方 程 式 に 
同値 変形 する こと "で ある . ( 呈 「 大 学 へ の 数 学 A ニ ュー アプ ロー チ 」 
C.2) つま り , 本 問 の 場合 は , 
“① か つ ⑨ と つつ ③ か つ ⑨"” で ある . 

と は 言う も の の , ③, ④ の 形 に 変形 し て か ら , zz の 存在 条件 (7 の 消 
去 ) を 考え る の で は な く , 初め め あら ①, ② を 満た す zz の 存在 条件 を 考 
えれ ば よい の で ある . これ に 基づい た 別 解 は 読者 に 委ね る . 次 問 
B.125 の 解答 が 参考 と な ろう . 
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自 測 回 
22 が >0 の 範囲 を 動く と き , 2 直線 
(2 一)z ァ ーッ 二 ]10。 | tree ③④ 
2Z 十 (一 7 十 2 モ 0 mitst ② 


の 交点 の 軌跡 を 求め よ . 


前 問 B.124 の [ 注 ] を 読め ば , もう “交点 の 座標 を 求め よ 
う "” と は 考え な いで し ょ う / 

点 (, 2) が 求め る 軌跡 上 に ある た め の 条 件 

は ①, ⑨② を 満た す >0 が 存在 する こと で ある . そ 

こ で 。① か ら 定 まる が ② お よび >0 を 満た す 

条件 を 求め る . 


1" > キ 0 の と き 。① よ ょ り カー エー ト . 
これ が ② お よび >0 を 満た すこ と か ら 


の Sg の =s 山 ( サッ ー ) OS 
十 2 )z 十 2 テ 0 ③ 


82ESU、 。 。 | 1 論理 
ーー を 0 ④ 


と こと で ③ は , 
6 | ⑤⑥ き ⑨⑧ の 両辺 に > を 
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と 同値 で あり , ④ は 
(z 寺 -1z>0 0 imihiththt ⑦ えと 0 
と 同値 で ある . ⑤, ⑥, ⑦ を 整理 し て すき AB>0 
[サオ ー 
(* 十 gー1) ァ >0 … ⑨ 


2? >z 三 0 の と き , ①, つ まり , 
(一 1)・0 一 ヵ 二 1=0 を 満た す が 
存在 する 条件 は ? ニ 1 と な る が , 
この と き ② は 三 0 と な り , >0 
に 反する . 以上 に より , 求め る 軌 
跡 は ③, で 与え られ る 円 の 一 部 
で ある . ( 右 図 ) 


[ 注 ] 図 か ら , 求め る 軌跡 は , か つ >< く 0 と し て よい 事 が 分 か る . 
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BI 選曲 ーー 


放物線 ?= ニ 2z* 十 2Zz 十 の "と 直線 ? ヵ デニ ァ 十 2 が 共有 点 を 
も つよ うに 実数 2 が 変化 する とき, 共有 点 の 存在 範囲 を 図 
示せ よ . 


[アプ ロー チ > B.125 と 同様 に , 共有 点 の 座標 を 求め る こと は , あま り 
意味 が あり ませ ん . 共有 点 (>, ヶ ) の 満た すべ き 条 件 を 直接 考え ます . 


医 還 点 (z, 》) が 求め る 範囲 に 属す る た め の 条 件 
は , 
ッ ー2z* 十 22z 十 の sis は ① 
人 OCG ② 
を 満た す 。 が 存在 する こと で ある . 
よっ て , ② か ら 定 まる (テッ ーr) が ① を 満た す 条 


件 を 求め れ ば よい . 
①, ⑨ か ら Z を 区 ゅ 一 2 ゲ ゲ †2(9ー ァ ) ァ 十 ( ゅ ー ァ ア 
消去 する . … 7 上 ゲー ッ ー0 
半生 MkaiSiakes 
94 3 +( 2) 4 ③ 
1 R 、 1 ! 
し た が っ て , 求め る 和 囲 は 中心 (0, テ ) 半径 テテ の 
回 で ある 。 
[ 注 ]| ①, の 共有 点 の 座標 は 
2 次 方 程 式 
2z? 十 2Zz 十 ゲー ァ 十 @ 
2 が 32k(22 三 0 の 2h22 二 の 二 Oc ④ 


の 実数 解 で やる. し た が っ て , 4 の 動き う 
る 範囲 は 。④ の 判別 式 =0 より , 
1-72 1 縛 
2 2 ミー ⑤ 


と な る . さて この 条件 ⑤ を 考慮 する 必要 は な か っ た の だ ろう か . 

⑥ は z, ヶ が 実数 で ある こと を 保証 する も の で ある . 

し か し ③ を zz 平面 に 図示 する とき, ヶ y, z の 実数 条件 を 考慮 し た こ 
と に な る の で ⑤ は 必要 な い の で ある . 
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折 72Z と 円 ( ァ ー2)* 十 2ー1 が 2 交点 P。Q を も 
つよ うに 2 が 動く と き ,。 線 分 PQ 上 に あっ て 
0P-0QーOR' を 満た す 点 R の 軌跡 を 求め 図示 せよ . 


[アプ ロー チ > R の 座標 を 決め る た め の 方 程 式 を 見 つけ れ ば , あと は 
B.125, B.126 と 同じ 原理 で 解け る で し ょ う . 


隊 還 2 点 P,Q の yz 座標 は 
( ァ ー2)* 十 (zzz)*ー1 


(7* 十 1)z*ー4z 十 3 テ 0 POCCCCCCD ① 
の 2 実数 解 で ある . 
① が 異な る 2 実数 解 を も つ 条 件 は 
2 5 65 NM て 事 る い 
4 一 3(zZ 十 1)>0 に g ② 
で あり , この と き 2 解 を g。 と する と , 点 R の 
座標 は 
アー 2 っ ー を (81 ③ 
で 与え られ , ? 座 標 は 
りこ ゴ //7 20 還 生生 ES ④ 


か ら 定 まる . し た が っ て , 点 (z, 
ヶ ) が 求め る 軌跡 上 に ある た め の 
条件 は ,②, ③, ④ を 満た す み が 
存在 する こと で ある . 

ァ ー0 と する と ③ と 矛盾 する の 
で , > キ 0 で ある . この と き ④ か 


ら 女王 芝 と な り , これ が ②, ③ 
を 満た すこ と か ら 


le 二 ュ ニ と 0 
間 侍 2 ァ デ 十 2 の “ 


ア " 十 の ー3 


- > 
を 得る ( 図 2 ). 
[ 注 | これ は A1.13 の II で 幾何 的 に 考察 し た 問題 に 対す る 解析 的 な 
解答 で ある . 軌跡 の 限界 は 実数 解 条 件 ② と し て 現れ た . 
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日 .12 
原点 0 以外 の 点 P に 対し , 半 直 線 OP 上 に OP・OQ= テ 1 
を 満た す 点 Q を と る . 
(1) P の 座標 (x, ヶ ) を 用 いて , Q の 座標 (マズ, T) を 表 
せ . 
(2) P が 円 z? キ アー4 ァ ヶ 十 1ー0 上 を 動く と き , 点 Q の 描 


く 皿 跡 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (1) Q の 座標 は ( 尽 , 太 ) と 表せ ます . (2) 「z, ヵ を 消去 
すれ ば 軌跡 の 方 程 式 が 得 ら れる 」 の で す が , その 意味 が 大 切 で す . 


(1 ) Q は 半 直 線 OP 上 に ある か ら 


ズー 太 , イー ん 4 
と 表せ る (た だ し ょ >0). OP・O0Q テ 1 より 
2 2 2 ツ 02 一 - * ーー 1 
だ ( 十 9 の 1 ・・ 0 
ーー 二 連 還 吉 と 
mg テル 2 アデ 上 7 ① 
( 2 ) 点 ( ズ , ) が 求め る 軌跡 上 に ある た め の 条 件 
は ,① お よび 
アァ * 十 7 アー4 ァ 十 1 テ 0 POOL ② 


を 満た す >。 ?》 が 存在 する こと で ある . ① は , 
(, ) キ (0, 0) の と き に 解 


2 
9 ーー ⑧⑨ 
て 対称 的 だ か ら 。 を もち, これ が ② を 満た す 条 件 は 
| 1* 和 2 2 D 2 らい 
と ③ は 同じ 形 
還 3 9 ーー に コン rp 「 0 
すなわち 
( え , T) キ (0, 0) ダ ? 上 アタ ー4 ダ 1 テ 0 
は こと の 式 に 含ま で ある . よっ て 点 Q の 描く 軌跡 は , 
NR が 円 ** キ デー4 ァ 十 1 ニ 0 
で ある . 


[ 注 ] 1′ 上 記 の よう に , Q の 軌跡 を 求め る た め に は , 対応 関係 ① 自 
身 よ り も 逆 の 関係 ③ の 方 が 便利 で ある . 

2" 対応 P つ Q に よっ て , 原点 を 通ら な い 円 は どれ も 原点 を 通ら な い 
円 に 移る . 原点 を 通る 円 は どう な る だ ろう . 
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才 i 1, 0), B(1, 0) を 直径 の 両端 と する 円 周 上 (A, 
B を 除く ) の 動 点 P に 対し , 線 分 PA を 3:4 に 内 分 する 点 
を N, 線 分 PB を 1:4 に 内 分 する 点 を M と する . AM と 
BN の 交点 Q の 描く 軌跡 の 方 程 式 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > P に 対し て Q を 定め る 規則 を 方 程 式 で 表現 すれ ば , その 
後 の 解 法 の 原理 は ,。 B.128 (2) と 同じ で す . 


P の 座標 を (zz。 ヵ ) と する と , N の 座標 は 
4z 一 3 42 ムー 4 ヵ 


5 
P キ A, B の と き , 直線 AM, BN 導 夫 の 
22( ァ 二 1) 一 (2z 十 39)2 デ 0 ……… 6W 
22( ァ ー1) 一 (2z 一 5)9 テ 0 ……… @) 


と 表 さ れ , Q の 座標 は ひ ,② の 解 と な る . 


ii 応 加 B(26 2 の) は 
2 人 十 2 の 72 王 1 か つ 2 キ 0 0 …… の ii… ③ 
を 満た し て 動く . し た が っ て , 点 (, 2) が 求 
め る 軌跡 上 に ある た め の 条 件 は ,①, ⑨④, ③ 
を 満た す z。 ヵ が 存在 する こと で ある . 
そこ で ①, ② か ら 定 まる z。 の? 
すなわち 


ヶ ー2 ァ っ 2 三 27 0 "met ④ 
が ③ を 満た す 条 件 を 求め る と, 
(2z+ う テ ) +@ の "= ュ か つ 2z キ 0 
(z+ オ ) + ニナ か つっ g キ 0 
と が の 
[ 注 ] ①, を >, ヶ に つい て 解く と 
3 アッ テト 9 ニッ 


と な り ,。 これ が 対応 Pー+ Q を 与え る 。 これ は 点 ( 一 。 0) を 中 心 


に し て き 倍 に 拡 大 (つま り 半 分 に 縮小 ) する 写像 で ある .。 
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O を 原点 と し , 放物線 ? ヵ ニ /3z" 上 に 2 点 P。Q を 
POQ テ 90" と な る よう に と る と き , 線 分 PQ の 中 点 R の 


描く 軌跡 の 方 程 式 を 求め よ . 


| アプ ロー チ > P, Q の z 座 標 を 変数 に と る と , POQ=90" と いう 制 
約 か ら 。 それら の 間 に 関 係 が 生じ ます . 


P(2, y 3 の ), Q(/, 3 8?) (KK< 二 2 R の 


座標 (>, 2) は 
ァ ー テ (@+ の CCIOOO の ① 
ッ ーー( の +) OK ⑫) 


と 表せ る . 一 方 POQ= ニ 90" と な る た め の 条 件 は , 


y 3 c・/ 3 2 テー1 … 9 ニー テ OHCkoc 《⑯) 
で ある か ら , 点 (Z, ヶ ) が 求め る 軌跡 上 に ある た め の 
条件 は , ①, ②, ⑨③ を 満た す 実 数 2, 2 が 存在 する こ 


①, ⑧②, ⑧③ は 2 
@ に つい て 対称 .。 と で ある . そこ で ①, か ら 定 まる 実数 o。 2 が ② 
を 満た す 条 件 を 求め る . 
①, ⑧ を 満た す e, は 。 2 次 方 程 式 
どー2zfー テ ー0 


判別 式 >0 より , = の 2 解 だ か ら , 任意 の > に 対し て 実数 と な り , さら 
ェ の 変 域 に 制限 。 に と の 。, が ② を 満た す 条 件 は 


が つか な い . た 
隊 リー (eg 填 が デー2g の 
1 
= 王 ーー 
『// 4320cl 


で ある . 


「 
す 
! 
# 
す 
U 
す 
U 
す 
す 
M 
/ 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
H 
\ M 
\ / 
\ 
ヽ 


[ 注 ] この 問題 は , 28 平面 上 の 図形 ③ 
を 写像 ①, ② で xy 平面 に 移す 問題 で あ 
る と も 考え られ る . こ の 意味 で , B.128> 


Y8 


@ 0 g 
B.130 は 同じ 種類 の 問題 と 言え る . 
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次 の 各 不等式 を 満た す 点 (x。 の ) の 集合 を 図示 せよ . 


Q① > そ …① ⑫ >1…⑨ も … ⑧ 


[アプ ロー チ > 不等式 ヵ >/(Z) は , xy 平面 上 で 曲線 ッ ヵ ー パ (z) の 上 側 


の 部 分 を 表す と いう 基本 事項 だ け で 解決 し ます . 


(1) の を 満た す 点 (e。 9) の 集合 は ョ ュ ン / 


直角 双曲線 y 一 朋 時 5 @④ /// 
の 上 側 に ある 部 分 で ある . よっ て , 図 1 の 余 


線 部 分 が 求め る も の で ある . 
⑳) 
(2 ) ②@ は 8, の 
レ 
が 20 の と き 。 の 
1 4 


の SS0 双 の の) とき 5 em 


と な る の で , ② を 満た す 点 (>。 ヶ ) の 集合 は , 
ァ >0 で は 曲線 ④ の 上 方 

し ce の 2 

の 部 分 で あや る. よって, 求め る 領域 は , 図 2 

斜線 部 の よう に な る . 


(3 ) ③ は , 
1 
タン 0 の と き 。, Co 


く 0 の と き , 9 く 一 


和 これ を 図示 し て 図 3 斜線 部 を 得 ョ ジジ ( 
[ 注 ] 1” 以上 1), (2), (3) の ぃ ずれ の 場合 も ーー // // 


境界 上 の 点 を 含ま な いこ と は 自明 で ある . 


ーー と 

2" ③ は ターT>0 すなわち ,。 ノ ーー 
zy(zg 一 1)>0 

と 同値 変形 し て も よい . ググ クジ ク 
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ヶ 三 Yy(1 一 >) の グラ フ を 描け . 
1 不等式 めく 7z(1 一 >) で 表 さ れる 領域 を 図示 せよ . 


[アプ ロー チ > // ( 根 号 ) が つい て いる の で , まず 両辺 を 平方 し た く な 
り ま す が , 単に 平方 する だ け で は 同値 性 が くず れ ま す . つま り , 

g 王 の 一 つ 〆 ニ の * は 言え ます が , この 逆 は 言 を な いか ら で す . 
一 般 に , 実数 4。 ぢ に つい て , 次 の 関係 が 成り 立ち ます . 


ター ぢ 
ES 本 
7 4 
あこ の デ ァ (1 一 ヶ ) …① 
(1 ) = テ yz(1 一 ヶ ) を 5 時 
① は 8, (>- 計 )+ どー oe ⑰ 


と 変 形 で きる の で , 点 ( ち 0) を 中 心 と する 半 
径 人 の 円 を 表す . し た が っ て , ① か つ ② は , 円 
NE 人 ①' の 上 半分 ( 左 図 実線 部 ) を 表す . 


7 ( 2 ) 2<yz(1 一 ヶ >) は , (1) の 曲線 
2 りー ソ z(1 <) の 下 側 の 領 城 を 表す . 
グ / よっ て , (①) の 結果 を も と に 。 求 め る 領 城 を 図 
の 】 


示す る と , 左 図 斜線 部 の よう に な る . た だ し , 

ロ 必 1 > 境界 線 は , 半 円 ッ ニ Vz1 一 Z) は 含ま な い が , 
2 本 の 半 直 線 ァ ニ 0, >= ニ 1 の ヶ <0 の 部 分 は 含 
む . 


[ 注 ] 一 般 に , 曲線 ?= ア 7( ヶ ) は , 不等式 ?<7(>) の 表す 領域 の 境界 
線 で ある が , それ 以外 の 境界 線 が , 領域 めく 7(z) の 境界 線 と し て 現 
れる こと が ある . 本 問 (2) の 2 本 の 半 直 線 (( ィ ーー0 また は ァ テ 1) か つ 

ヶ く 0) や , B.131 (1) に お ける ヶ 軸 (z 一 0) な ど が それ に 当る . g 想 C.5 
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B.1383 


火 の 各 不等式 を 満た す 点 (<。 の の 集合 を 図示 せよ 、 
(1) ヵ S ミ z* か つ ァ デ 十 27 く 2 ァ 
(2) ッ >z" また は zz“ 十 2* 且 2 ァ 
(3) (z* 二 ゲー4)( ァ ー ヶ ) く 0 


[アプ ロー チ > (3) 実数 4, に つい て , “4<0 と っ 4, は 異 符号 " 


(⑪ 0 7 侍 の 2 は , 

放物線 ッ の * CC そう ① 

と その 下 側 を 表し ,。 ァ >“ 十 // ぐ 2z は , 

(zー1)* 十 2? く 1 と 変形 で きる の で , 

円 (一 17* 十 7 テ 1 つい CO (@) 

の 内 部 を 表す . よっ て , これ ら の 共通 部 分 が 求 
め る 領域 で , 右 図 斜線 部 を 得る . 境界 は , 放 物 
線 〇 上 の 点 は 含み , 円 @ 上 の 点 は 含ま な い . 交 
点 (0, 0), (1, 1) も 除く . 

(2 ) 放物線 の わ の 上 側 と 円 ⑦ お よび その 外部 を NN 
合わ せ た も の が 求め る 領域 で ある . 境界 は , 円 
⑨ 上 の 点 は 含み , 放物線 の 上 の 点 は 含ま な い . 
た だ し , それ ら の 交点 (0, 0), 1, 1) は 含む . 
(3 ) (?z?+ー4)(>ー の < く 0 は , 


1 BOOOCCCC ③ : 
間 NO 
また は 
ァ * 十 ー4 ぐ 0 sisisi ⑤ 
居間 POOOOCLLD ⑥ 
と 同値 で ある . 


③ は , 円 z?+ー4 の 外部 , は その 内 部 
④ は , 直線 ッ ヵ ー ァ の 上 側 。⑥ は その 下 側 
を 表す の で , 求め る 領域 は 右 図 斜線 部 の よう に 
な る . 境界 は 。 すべ て 含ま な い . 
[ 注 ] ド ・ モ ル ガ ン の 法則 ( sg 数学 A) を 利用 し 
て , 1) を 否定 する と, (2) が 得 ら れる . すなわち , 
9 ミ ァ ” か つ z" 二 の / く 2z を っ 2 ミ ァ 7 また は 7 十 の く 2z 
ぐう > ァ " また は > 十 の 人 且 2 ァ 
し た が っ て , (1), (2) の 答 は , 互い に 他方 の 補 集 合 に な っ て いる 。. 
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BB.134 


次 の 各 不 等 式 で 表 さ れる 領域 を 図示 せよ . 


1① |z+l|<1 


(2) |z 十 +| テ ヶ ー| ミ 1 


[アプ ロー チ > 絶対 値 記 号 の は ず し 方 の 原則 は , その 中 身 の 正負 で 分 類 
する こと で す . た と えば (1) で は , 。? ヶ の 正負 で 4 通り の 分 類 を すれ ば 
よい の で す .。 し か し , ちょ っ と し た アイ ディ ア で 分 類 の 手間 を 減ら す 


こと が で きま す . 


図 3 


隊 還 (1) ① に お いて , 

[ [] z の 代り に 一 x を 代入 する 

[IL] ヶ の 代り に 一 ヵ を 代入 する 

と いう 変形 を 行っ て も ① と 同値 な 式 が 得 ら れる の で 
① の 表す 図形 は , 

ヶ 軸 お よび と > 軸 に 関し て 対称 
で ある . 

と ころ で ,。 ヶ >= テ 0 か つ ヶ = テ 0 の 範囲 で は ① は , 

ァ 十 2 く 1 …. みく ー ァ 十 1 

と な る ( 図 1 ) の で , 求め る 領域 は 。 それ を 両 座標 軸 
に 関し て 折り 返し て , 得 ら れる 図 2 の よう な 正方 形 
の 内 部 で ある . 


( 2 ) ② に お いて , 上 記 の 変形 [ I ], [II] を 行なっ 
て も ⑨ 式 は 不変 で あり , さら に 

[II] >, ヶ の 代り に , それ ぞ れ 

9。 を 代入 する 

と いう 変形 に よっ て も 式 が 不変 な の で ,。② が 表す 図 
形 は , 両 座標 軸 お よび 直線 ? ニ ァ に 関し て 対称 で 
ある . 

5525 目 USY 

ァ 生 0 か つ 2 ヶ 生 0 か つ ヶ ミ ァ 

の 範囲 で 考え る と 。② は 


ァ オ 2 十 ( ァ ー2)S ミ 1 … ァ ミ テ 


と な り , 図 3 の 三角 領域 を 表す の で , 求め る 領域 は , 
図 4 の よう な 正方 形 の 周 お よび 内 部 と な る . 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 6Z 


B. 135 

直線 z キ ッ ー 二 2 モ 0 0 it ①⑪ 

が 2 点 A( 一 1, 0), B(0, 2) を 結ぶ 線 分 (両端 も 含む ) と 共有 
点 を も つよ うな 実数 7z の 値 の 範囲 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 直線 ① と 線 分 AB の 方 程 式 を 連立 する (gy [ 注 12") と 
いう 方 法 も 考え られ ます が , ここ で は , 正 領域 。 負 領域 の 考え 方 を 用 
いて み ま し ょ う .。 

げ ( ァ 。 2 の) 三 % 十 一 27 十 2 と お く と, 


直線 7/(z, め ) ニ 0 と 線 分 AB と が 共有 点 を も つの は , B 
(i) A,B が 7(z, 2) の 異 符号 の 領域 に ある ( 図 1 ) 
また は 了 (>, の =0 
(ii) A, B の 少な く と も 一 方 が 直線 7(z。 ヶ )=0 
上 に ある ( 図 2) (A, B が 直線 の 両側 ) 
と き で ある . 
(i) の 条件 は , (一 1, 0)・7(0, 2) く 0 ……… ② 
(ii) の 条件 は , (一 1, 0)・7(0, 2)= ミ 0 ……… ③ 
で あり , これ ら は 2 
(一 1, 0)・7(0, 2)0 er ④ 
と まとめ られ る . よっ て , 
(一 一 ZZ 十 2)(4 一 の ミ 0 
( 久 十 2)*(ー1)( 一 2) ミ 0 4 
ニー2 また は 1 ミ 刀 人 ミ 2 人 0 
2 (AuB の 一 (Au と も) 
が 直線 上 直線 上 


[ 注 ] 1 線 分 の "両端 が 含ま れ な い " と する と , 共有 点 の 条件 は , 
また は パー1, 0)= パ 0, 2)=0 ( 図 2 の 右 の 場合 ) 
と な り , “両端 が 含ま れる "と き の 単 純 な 条件 ④ よ り 注 意 を 要する .。 
クア 半 2 ーー… 
2* 直線 ① と 線 分 AB:1” 8 が 共有 点 を も つの は , 
①, から >? を 消去 し て 得 ら れる と ヶ の 方 程 式 
( 多 填 2)z 三 ( 多 土 (一 2 0 htt ④ 
が ③ の 範囲 に 解 を も つと き で ある . 
この よう に 考え て 本 間 を 解く こと も で きる が ,。 上 と 比べ て や や 面倒 
で ある . (そもそも , キー2 : デー2 の 場合 分 けが 必要 で ある .) 


68 3$1 図形 と 方 程 式 


BB.13B 
275 衣 0 
2 ァ 十 4 
実数 。 ヶ が 条件 ES 
2 ァ 十 32 ミ 6 


を 満た し て 動く と き , = ニ ァ 十 ヶ の 最大 値 を 求め よ . 


| アプ ロー チラ まず , >, 》 ヶ に 課さ れ た 条件 を , zy 平面 上 に 図示 し まし 
ょ う . た を 定数 と する と , > 十 z テ ん は zz 平面 上 の 直線 で す . 


ココ 


<。 2 ヶ の 満た すべ き 条 件 


を xy 平面 上 に 図示 する と , 

直線 
アー 0 2…o…・ ① 
タデ 0 0 ……… ② 
2 ァ 十 ヵ ー4 COCCO ③ 
マ 十 42 三 6 OPC ④ 
2 ァ 十 37 三 6 061 を ⑤ 

で 囲ま れ た 多角 形 と な る . 

そこ で , この 領域 と 直線 

ァ 二 72ー ん も 2PG53O ⑥ 


が 共有 点 を も つよ うな 定数 た の 
うち 最大 の も の を 求め る . 直線 
の 傾き の 比較 か ら , を が 最大 に 
な る の は , 直線 ⑥ が 2 直線 ③, 
⑥ の 交点 A( 3 あ 1) を 通る と き , 
すなわち 

まく 

4 一 テオ 1= ラ 
の と き で ある . よっ て ,。 < は 


(⑦, の =( あ 1) の と き 


最大 値 訪 を と る . 


[ 注 ] <= ァ 十 ヵ の 値 域 ( と り 得る 値 の 範囲 ) は , 直線 ⑥ と 図 の 領域 が 
共有 点 を も つ 条 件 と し て 求め られ る . 
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日 .13 フ ーーーーーー 
実数 z。 ヶ が 条件 
の 2 に ミミ ルー に 症 計 ee ① 
を 満た し て 動く と き , 
ビー と (の ) 
の 値 域 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 前 問 と 同様 の 方 法 を 用 いる こと が で きま す が 。 直線 
マオ 2 ん と 放物線 の 接点 が どこ に ある か 注意 が 必要 で す . 


國 較 不等式 〇 を zz 平面 に 図示 する と, 
右 図 の 斜線 部 分 と な る . 9 
実数 ん を が 求め る 値 域 に 属す る た め の 条 
件 は , 直線 
ァ オ 9 デモ ルー 0 … の tt ⑥ 
と 右 の 斜線 部 分 が 共有 点 を も つこ と で あ 
る . と くに , 直線 ③ が ① と ② の 交点 


5 ) を 通る の は 


93175 52+/『 


の と き で あり , また 直線 ③ が 放物線 
ヶ デ ァ ” に 接する の は , 2 次 方 程 式 


<* 十 ァ ー ル ん テ 0 
が 重 解 を も つと き , すなわち 
うい 
(ia 
中 抽 る も し 接点 C が B 
の (2 ご ぅ 点 ーー お es 点 
の と き で ある . ここ で , 接 c( う +) は 2 MS 2 
1] 二 75 3+ ア 5 1-/5 3-75 た ら , 直線 ③ が 
A( 2 の ) B( In 2 ) の 間 点 B を 通る と き 
に ある か ら , 直線 ③ と 図 の 斜線 部 分 が 共有 点 を も つ に は 最小 と な 
条件 は , る . 
ー オ ミ を 2 二 75 
と な る . よっ て , る の 値 域 は 
ー オ < ミ 2 


SG! の 


Z の 3$1 図形 と 方 程 式 


B. 138 
_ アァ キ 7”ー 5DGOOOC の に ① 
実数 z。 ヶ ヵ 際 oy の ② 
EE ミニ 。 っ 、。 "Es 
ダー ァ 二 3 ③ 


の 値 域 を 求め よ . 


[アフ ローチ < を 固定 する と , りー テー タ は 。 yy 平面 上 で 直線 [か ら 


1 点 ( 一 3, 一 1) を 除い ぃ た も の ] を 表し ます . 


①,② を xy 平 面 に 図 

示す る と , 左 図 の よう な 半径 

/2 の 半 円 AB と な る . 一 方 
タ 二 1 三 <( 十 3) 

③ は 必 

と 同値 だ か ら , xy 平面 上 で 


は , 点 C( 一 3, 一 1) を 通る 直 
線 か ら 1 点 C を 除い た も の を 
表す . これ ら が 共有 点 を も つ 
よう な 々 の 値 の 範囲 が 求め る 
値 域 で ある . ここ で 直線 の 傾 
き は る 々 だから , 
る が 最大 で - 直線 が 半 円 に 接する . 
直線 と 円 が 接 す 診 と ころ が , 直線 が 円 y*? オ 7 ゲー2 に 接する の は , 原点 


る か ら 直 線 に 至る 距離 が 2 に 等 し いと きだ か ら 
I3<-1|_ な 寺 1 
円 の 中 心から 直 2 の 2 


全 2。 この うち 図 の 半 円 に 接する の は メー1 の 方 で ある 
-、 よって, る の 最大 値 は 1 で ある . また , 
< が 最小 で っ 直線 が 点 A(/2。 0) を 通る 


呈 生 93 二 M2 
の 

よっ て , の 最小 値 は 3ー\ で ある . 
3ー ソ 2 


以上 に より , る の 値 域 は 計る 全 由 で ある 


7 


$1 篇 (演習 問題 ) 77 
日 .13 


A( 一 1, 0) と B( 一 1, 1), C(1, 0) と D(1, 2) を 端点 と する 
線 分 AB, CD と 共有 点 を も つよ うに , 放物線 ヵ = ァ * を 平 
行 移動 する と き , 

(1) 放物線 と ヵ ヶ 軸 と の 交点 の 存在 範囲 を 求め よ . 

(2) 放物線 と 直線 x= ニ 2 と の 交点 の 存在 範囲 を 求め よ . 


[アプ ロー チア 平行 移動 し た 後 の 放 物 線 は ?ー ァ * 十 gz 十 2 と 表せ ます . 
そこ で , これ と ? 軸 に 平行 な 線 分 AB,。 CD と が 共有 点 を も つよ うな 
の, 6 の 条件 を 求め ます . 


放物線 ヵ ー ァ * 十 gz 十 5 が 線 分 AB, BC と 共有 
点 を も つ 条 件 は , 

0 ミ 1 一 2 十 5 ミ 1 

1 

| 一 1 全 の 一 2 き 0 
6 

で あり , これ を 22 平面 に 図示 
する と , 図 1 の よう に な る . 
(1) 図 1 の 斜線 部 を 点 (2。 の 
が 動い た と き , の 値 域 は 
ー1s5 ミ テ で ある か ら , 放 物 
線 と ヶ 軸 と の 交点 の 存在 範囲 は , 
ヶ 博 の 1 ミミー 
の 部 分 で ある . 
(2) 放物線 ヵ ニ ァ デ 十 Zz 十 5 
と 直線 z ニ 2 と の 交点 の 2 座 
標 は , 4 十 22 十 の で ある . 図 1 
の 斜線 部 分 と 直線 

王 2Z 十 の 
が 共有 点 を も つ 条 件 は , 図 2 に 
より 

ー す ミ / さ 2 
で ある . よっ て , 求め る 交点 の 
存在 範囲 は 直線 ヶ =2 の 


き ミ 9 ミ 6 の 部 分 で ある . 


図 1 5 


2  $1 図形 と 方 程 式 


B.14 ロ ーー ツー 一 
4 点 (0, 0), (1, 0), 1, 1), (0, 1) を 頂点 と する 正方 形 の 
内 部 お よび 周 上 を 動く 点 P(>, ヶ ) に 点 Q(2z 十 2, ァ 十 39) 
を 対応 きせ る と き , 点 Q の 動く 範囲 を 図示 せよ . 


[アプ ロー チ > B.128-B.130 と 比べ て , 原理 的 な 違い は あり ませ ん . 点 
Q が 求め る 範囲 に 属す る た め の 条 件 は 何 か を 考え れ ば よい の で す . 


了 較 点 P(z, ヶ ) の 動く 範囲 は 


0 ミミ 1。 0 ミミ 1 0 の … の の ① 
と 表せ る . また Q(, 也 ) は 

X 三 2zEy。。 ② 

ce as es ③ 


で 与え られ る . し た が っ て , 点 Q(, 也 ) が 求め る 
範囲 に 属す る た め の 条 件 は , ①, ②, ③ を 満た す ヶ , 
ヶ が 存在 する こと で ある . そこ で ②, か ら 定 まる 
>,。 2 が ① を 満た す 条 件 を 求め る . ②, ③ を ァ , ヶ に 


つい て 解く と 

っ に 湯 Len 「 る し 4 

ァ ー テ イダ 5Y, の 5 そ オ テ T ④ 
と な る か ら , これ が ① を 満た す 条 件 は 

3 1 
| 0= ダ ー テ アミ 1 
本 5 
| 9ー ラ マ + ち 0 ミー ミキ メ + そ アミ 1 


すなわち 
0 こり 0AESOP42 
1 
2 2 


で あり , これ を yy 平面 に 
図示 し て 左 図 を 得る . 


ミア ミ テ ズ ] 


? 三 3xー5 


[ 注 | ④ は 逆 対 応 Qーー P を 与え る 式 で ある . eg B.128 [ 注 11" 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 2Z3 


BB.141 
点 P(2,。 2 が 〆 十 抱く 1 を 満た し て 動く と き , 
点 Q(e 十 , 8) の 動く 範囲 を 図示 せよ . 


[アプ ロー チ > 2 次 方 程 式 の 解 の 公式 を 使え ば , 逆 対応 Q 一 …P を 表す 
式 も 作れ ます が , そう し な いで も よさ そう で す . 


実数 g。。 2 が 


の scsi 四国 に や: ① 
を 満た し て 動く と き , 

2 リー 主計 革 oo の ⑨ 

の = ニ の 0 moe ③ 


で 定まる 点 ( 々 Z, 2) の 存在 範囲 を 求め る . 
点 (z, 2) が 求め る 範囲 に 属す る た め の 条 件 は , ①, 
⑨②, を 満た す 実 数 ヵ 。 が 存在 する こと で ある 。. 
とこ こと で ⑨②, ⑨ を 満た す 2, 2 は 。 2 次 方 程 式 
デーz7 二 ッ 0 
の 2 解 だ か ら 。 条件 
22547620) 症 | 還 記 詞 記 語 Be ④ き 実数 条件 が 必要 
の 下 で e, / は 実数 と な り , この と き og, 2 が ① を 満 
た す た め の 条件 は 
(2 填 )* 一 2g8 く 1 
ァ ター2 タ で 1 0 ii ⑤ 
で ある 。 
以上 に より Q(y, 2) の 存在 節 囲 は の か つ ⑤ と な 
り , zz 平面 に 図示 し て 下図 を 得る . 


72  $1 図形 と 方 程 式 


日 .14 ら 
7 が 実数 全体 を 動く と き , 円 
2 か が" 王女 政 (ーDy=0MI。 や Poo ① 


通り 得 な い 点 全体 の 集合 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 点 (1, 2) を 通る よう な 7 の 値 を 求め る こと は 簡単 で す . 
それ で は , 点 (1, 1) を 通る よう な の 値 は ? 一 般 に , 点 (z, ヶ ) を 通 
り 得 る か どう か は , 何 に よっ て 決ま る の で し ょ うか . 


円 の が 点 (>, ヶ ) を 通る こと が ある た め の 条 
件 は 。① を 満た す 実 数 : が 存在 する こと で ある . 
そこ で 。① が 解 を も た な い 条 件 を 求め る . 
① を 7 に つい て 牙 ① を 7: に つい て 整理 する と , 
の 方 程 式 と 見 な (一 x+ の 7 上 キダー タテ 0 0 ……… ⑨ 
す . と な る . 
i ) z キ 2 の と き , ⑨② は 解 を も つ 
ii) ーッ の と き , 2 2z?ー ッ ァ ー0 


と な り ,。 ァ ー0), テ な ら ば すべ て の 7 に 対し 成立 


じき 0 ME うな 7 に 対し て も 成立 


し な い 、。 
存在 し な い 条 件 條 以上 より , ⑨② を 満た す 7 が 存在 し な い 条 件 は , 
ァ ー9 か つ y キ 0, き で ある ( 図 1). 
図 2 9 2 
/ 6 
『 IN の 22 


アー 
補 


[ 注 ] 円 の は , ② の 形 に 変形 する こと に より , 直線 一 >+ ヵ テ 0 と 円 
ァ * 上 "ーッ ー0 の 2 交点 を 通る さま ざま な 円 を 表し 得る こと が 分 か 
る ( 図 2). 類似 の 話題 に つい て は 写 B.106, B.117 


$1 B 篇 (演習 問題) 25 


日 .14 コ ヨコ ーーーーーーーーーーーー 
7 が 7>0 の 範囲 を 動く と き , 直線 
ヶ ー7 ァ メー だ GCC ① 
の 通り うる 領域 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 点 (1, 0) を 通る よう な の 値 を 求め る こと は 簡単 で す . 
それ で は , 点 (1, 1) を 通る 7 の 値 や , 点 (一 1。0) を 通る 7 の 値 は ? 一 
般 に 点 (z。 2) を 通り 得る か どう か は , 何 に よっ て 決ま る で し ょ うか . 


隊 還 直線 〇 が 点 (>, ヵ ) を 通る こと が ある た め の 

条件 は 。 ① を 満た す 7>0 が 存在 する こと で ある . 
① を 7 に つい て 整理 する と, 評 ① を 7 に つい て 

だ 三 zz 二 0 。 。 … ご 一 ② の 方 程 式 と 見 な 

と な る . ② が 少な く と も 1 つの 正 の 解 を も つ 条 件 を すず 

求め る . ⑨② の 左辺 を 7() と お く . 

1 ) >0 の と き , 7() の グラ フ が 図 
1 の の ⑦ ま た は の の よう に , x 軸 と 共 
有 点 を も て ば よい 。 よって, ⑨② が 少 
な く と も 1 つの 正 の 解 を も つ 条 件 は , 
② が 実数 解 を も つこ と か ら , 

ァ デ ー4 ヵ =0 
で ある 。. 

ji) > ミ 0 の と き , (7) の グラ フ が 図 
2 の 直人 o な か は よい 。 よう 65②⑨ 
が 少な く と も 1 つの 正 の 解 を も つ 条 
件 は 7 パ 0) く 0 

ヶ く 0 で ある 。. 
以上 に より , 求め る 領域 は , 


0 が つの 9 ミオ 
また は 
マ 々 生 0 か つ g ぐ 0 


と な る ( 図 3). 


[ 注 ] 直線 ① は 放物線 ニティ” に 接 
し な が ら 動 いて いる . また , その 接点 
(27。 ) は 放物線 の 右 半分 を 動く 
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epos お で] 


円 と は 何 か 


高校 数 学 で は , 円 を “平面 上 に あっ て 定点 か ら の 距離 が 一 
定 で ある 点 の 軌跡 (集合 )” と 定義 し ます (e 妥 本 書 , p.14) 
が , 距離 と は , 一 体 何で し ょ う ? 

わか っ た つも り で いる こと も ,「…… と は 一 体 な に か 」 と 正 
面 切っ て 聞か れる と 答え られ な いこ と は 多い も の で す . し か 
し , 数 学 は 論理 を 標 傍 し ます か ら , 照れ 笑い で 済ま すわ け に 
は 。 いき ませ ん . 

現代 数 学 で 一 般 的 な の は , 次 の よう な 抽象 的 な 定義 で す . 


: 定まり , 任意 の 点 P。Q, R に つい て 
1i)/ の (EQ⑩) 三 0 = 昌三 @ 
ii) の (P, Q)=g(Q, PP) 
岳 ) Z(P,Q) 十 (Q, R) ミ Z(P, R) 
と いう 性 質 が 満た され る と き , 9(P, Q) を 「P, Q 間 の 


P( ヵ 。 みみ ),。 Q(zz。 ) に 対し 
の (P, Q)=|ー タ | 二 | カ ー| 

と 定め る と , (P, Q) は , この 意味 で “距離” に な り , この 

"距離 "に 関し , 原点 を 中 心 と 

する 半径 1 の “円 " は 右 図 の よ 

うな 図形 に な り ま す . 丸く あり 

ませ ん が , 定義 に よれ ば これ も 
同 ま 〆 


| | 8 三角 関数 | 。 


キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 偏 ) 


三角 関数 


| 、| 折 の 範囲 と 測 り 方 ーー っ 弧 度 法 


一 般 角 動 算 


| | 三角 関数 (一 般 角 ) の 定義 一 | 基本 公式 


ーー: | 三角 関数 値 の 作図 


ーー | 三角 関数 の グラ フ ーー 周期 性 


の 00 の 語 60 の の 王 衣 関 | 


ーー |cos の ー og, sin の 9ーg の 角 


ーー+ | 加法 定理 (sin の , cos の ) ーー tan の の 加法 定理 | 


| gsin の 十 め cos の の 合成 


積 を 和 に な お す 公 式 
和 を 積 に な お す 公 式 


Z8 3$2 三角 関数 


公則 . 1 遂 度 法 と 一 般 角島 


鋭角 , 直角 ,。 さら に 鈍 角 の 三角 比 sin 9 の 。 cos の, tan の に つい て は 数 
学 1 で 学ん だ . この 変数 9 の 範囲 を 拡げ , 三角 比 を 9 の 関数 と し て 見 
直す の が 数 学 IT で 学ぶ 三角 関数 で ある . その た め の 最 初 の ステ ッ プ が , 
角度 と いう 図形 的 概念 を ,。 数 と し て と ら え な お すこ と で あり , これ が 
弧 度 法 ( こ ど ほ う ) で ある . 弧 度 法 は 初 学者 に と っ て 頭 ( つ まず) き の 
石 と な っ て いる , と いう 教育 的 な いし 衆 愚 政策 的 恩 情 か ら 今 回 の 指導 要 
領 で は , 数 学 T か ら 排 除 さ きれ て し まっ た . し か し 理論 展開 が 少し 進め 
ば 明らか に な る よう に , 弧 度 法 な し に 三角 関数 を 学ぶ の は , 音 名 や 階 
名 を 知ら ず に 楽曲 を 学ぶ に 等 し い . そもそも 理系 諸君 な ら , 数 学 私 で 
は , 否応 な し に , 弧 度 法 を 学ぶ こと に な る . 本 書 で は , 理解 力 の ある 
読者 に 対す る 教育 的 能率 を 考え て , 初め に , 弧 度 法 の 考え 方 を 述べ る . 


I. 弧 度 法 " 
中 心 角 の 等 し い 扇 形 は , みな 相似 で ある か ら , 比 


っ 年 逢 ) の 値 は 。 中 心 角 の 大 きき だ け で 決ま る 。 


1 

逆 に , この 比 の 値 そ の も の で 
角 の 大 き さ を 定義 し よう と いう 
の が 弧 度 法 の 考え 方 で ある . 
弧 度 法 に お ける 角 の 単位 を 
呈 アシ ン ジン ョ ちい うう 2 選 の 完 閉 
か ら 明 ら か な よう に , 角 は , 長 
さや 面積 と 違い , 単位 が 不要 な 
無名 数 で ある . 


ウ グ ョ 
2 
7 半径 ァ ヶ の 円 に お いて ,。 長き さ の 
の 弧 に 対す る 中 心 角 の 大 き さ は 
ラジ ァ ン 
7 
で ある 。. 
ー 
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と くに , 半 円 周 の 長 さ は 円 の 半径 の z 僅 で , 半 円 周 の 中 心 
角 は 180” だ か ら , ラジ アン と 従来 の 度 と の 間 の 換算 に つい て 
1907 

婦 
が 成り 立つ 、 さら に , 弧 度 法 で は 角度 は 無名 数 な の で 単位 名 
「 ラ ジア ン 」 を 省略 し て 書く こと が 普通 で ある . この 意味 で は 


180* ニ ァ ラ ジア ン 。 1 ラジ アン ニ 


ァ 三 180" ラジ アン の 換算 
1 [件] 90'= あ 60' を 45 ニー 30"= 


2 大 十 分 法 で >" の 角 が 弧 度 法 で は ?( ラ ジア ン ) で ある と すれ ば 
180Z 
aw の ダコ 86 

3” 弧 度 法 を 用 いる と , 円 弧 の 長き や, 扇形 の 面積 を 表す 式 が 簡単 


に な る 。. 
/ 


| 半径 ァ の 円 の 。 中 心 角 が 9 の 扇形 に つい て | 
彼 の 長き 7 の, 扇形 の 面積 9 ニオ の | / 


扇形 の 弧 の 長 さ ・ 面 積 7 


己 


。 一般 角 

角 を 半 直 線 OP が O の まわ り に 回 転 し た 量 を 表す も の と す 
れ ば , 平 角 (180"= ニ ァ ) より 大 きい 角 。 さらに 1 回 転 の 角 (360" 
デー2z) より 大 きい 角 や 。 負 の 角 を 考え る こと が で きる . 

この よう に 意味 を ひろ げた 角 を 一 般 角 と いう . 

回 転 す る 半 直 線 OP を 動 径 , その 最初 の 位置 OX を 始 線 
UVS の 

動 径 の 回 転 が 反 時 計 ま わり の と き ,。 角 の 大 き さ は 正 で , 時 計 
まわ り の と き , 角 は 負 で ある と する . 

角 360" 王 2z だ け 回 転 す る と 動 径 は 1 回 転 し て , 同じ 位置 
に くる か ら , 
角 の +360'*Xz (z は 整数 ) | 一 般 角 と 

の 動 径 は すべ て 同一 の 位置 に ある | 動 径 の 位置 


P P 
: の 
( / ON 双 
回 転 角 ー 回 転 角 = の 十 360" 回 転 角 ニ 9 一 360" 
1” 始 線 OX を 座標 平面 上 の ヶ 軸 の 正 の 部 分 と 一 致 さ せる と き , 動 
径 が どの 象限 に 来る か に よっ て , 角 に つい て も 何人 象限 の 角 と いう 
言い 方 を する . 
第 2 象限 の 角 
135* は 第 2 象限 の 角 , 2 ニ 135* 
600* は 第 3 象限 の 角 
9=600" 
AA 避 . 食 三角 関数 の 定義 
ダ ここ で は 一 般 角 に つい て sin,。 cos。tan を あ 
P(z, ヶ ) 1 


ら た め て 定義 する . 
IT. 定 義 
座標 平面 上 で , 原点 を 中 心 と する 半径 1 の 
円 を 単位 円 と いう . この 単位 円 周 上 の 1 点 
P の 位置 は , > 軸 の 正方 向 を 始 線 と し た と き 
の 動 径 OP の 回 転 角 ( 一 般 角 と する ) 9 を 与 
先 る と 衛 ま あ 。 
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し た が っ て P の 座標 を (>, ヶ ) と する と , >。 ヶ の それ ぞ れ は 
角 の 9 を きめ る と 定まる . 
の に 対し て > を 対応 させ る 関数 を 余弦 関数 
の に 対し て ヶ を 対応 させ る 関数 を 正弦 関数 


2 cos。 sin の 定義 


tan の 定義 


の 値 は 定め な い . 
余弦 , 正弦 。 正 接 関数 な ど を まとめ て 三角 関数 と いう . 


1 図 の 9 ニー45*" に 相当 する 単位 円 周 
上 の 点 P は, | ー 訪 で ぁゃ . 挟 き 層 
1 


colー469) ・ sin(459 ニ ー- 訪 


tan( 一 45?) テ ー1 
9==0" に 対し て は P(1, 0) で ある . 
cos0" 三 1, sin0" 三 0。tan0" テ 0. 
990" に 対し て は P(0, 1) で ある . 
cos90* 王 0。 sin90"1, tan90* は 定義 さき されない. 

2" 入 意 一 般 に 9 の = 土 90" 十 360'X ヵ ( ヵ は 整数 ) (いい か えれ ば , 
の = テ 90" 十 180"X zz (zz は 整数 )) の と き に は , tan の は 定義 され な 
い .。 

3" 三角 関数 の と る 値 の 符号 は , その 
角 の 属す る 象限 で 。 右 の 表 の よう に 
決ま る . 


これ は , 点 ( 々 , の が 各 人 象限 に 属 |cosg|+ - ー 
す 際 の 符号 を 考え れ ば , 明らか な こ 5 了 
と で ある . 軸 人 | 計 


4*” 三角 関数 を 定義 する 際 , 必ず し も , 半径 1 の 円 に こだわ る 必要 


は な い . 実際 , 半径 ヶ の 円 z? 填 7 アニ ァ ” を 用 いた 
と き は , 次 の よう に な る . 

々 軸 の 正 の 向き と の の 角 を な す 動 径 と この 円 
の 交点 を P(z,。 ヶ ) と すれ ば , 


と 定義 され る . 
5” 応用 上 , 大 切な の は , この 定義 か ら 得 られ る 次 の 関係 で ある . 


点 P が , 原点 O か ら ヶ の 距離 に あり 。, か つ , 
動 径 OP の , > 軸 か ら の 角 が の で ある な ら ぱ , 
P( ヶ cos 9, ヶ sin の ) 


6" 以上 で 定め られ た 一 般 角 の 三 角 関 数 は , 特に 9 が 正 の 使 角 
(0* く 9< く 90?) の と き や 正 の 鈍 角 (90" く 9 く 180?) の と き に は , 数 学 
1 で 学ん だ 三角 比 の 定義 と 一 致し て いる . 


TI. 三角 関数 の 間 の 関係 
[公式 ] 任意 の 9 に 対し て , 三角 関数 の 
(1) cosZ の sin? の = テ 1 基本 関係 


_ sn の 
(2) tan の が 2 


ウル ーー 
(3) 1 寺 tan 9 王 二 5 


2 レー 6))G46G 二 (G0S72E=(0 還 SF の 


1" (1) に お ける cos* の 9 の よう に , 三角 関数 で は , z が 自然 数 の と き 
(cos の ”" の こと を ふつ う cos7 の 9 と 書く . 
2" 1) は , 点 P(cos の , sm の ) が 単位 円 z? 二 デー1 の 周 上 に ある こ 
と か ら わ か る 
(2) は , tan の の 定義 その も の で ある . 
(3) を 導く に は , (1) の 両辺 を cos2 の 9 で 割っ て , (2) を 代入 する . 
3” cos の , sn の, tan の の うち どれ か 1 つの 値 が 定まる と , 上 の 公 
式 を 利用 し て 残り の 三角 関数 の 値 の 絶対 値 を 決定 で きる . 
さら に , の が どの 象限 に 属す る か も わか れ ば , 残り の 三角 関数 
の 値 が 求め られ る . 
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sin の 人 で , 2 が 第 2 象限 の 角 で ある こと を 


既知 と する . 
cos* の 1 一 sin* の より 


cos の 三 土 。/1 (人 = 

の が 第 2 象限 の 角 な ら , cos の <0 で ある か ら 
sm の _ 4 
cos の 3 
[ 注 ] 以上 で 述べ た 三角 関数 の 他 に sec (セカ ント ), cosec ( コ セ カ 
ント ), cot( コ タン ジェ ント ) と いう 三角 関数 が ある . これ ら は , 
sin。 cos, tan を 用 いて 次 の よう に 表せ る の で 今 で は あま り 用 いら 
れ な い 、. 


cos の ー ミ tan の 三 


1 _ cos の 
の ” 6 Sin の 


1 
sec 9 デー 一 一 。 cosec の ーー- 
cos の Sin 


公 居 . 三角 関数 の 性 質 


三角 関数 ? ヵ sin 9 の 。 ヶ 三 cos の 。 お よび ytan の 9 の グラ フ の 
概 形 を 描く に は , 9 の さま ざま な 値 に 対し , sin の , cos の , tan の 
の 値 が わか れ ば よい が , 特別 の 場合 を 除き 簡単 な 計算 法 は な い . 
下 の 図 が 示す よう な 三角 関数 の 値 の 作図 法 を 用 いる . 近似 的 に 
は 三角 関数 の 数 表 や 三角 関数 の キー を も つ 電 卓 を 利用 し て 値 を 
見 出す の が 実用 的 で ある . 精密 な 作図 は 難し い が , 下図 の 関係 を 
利用 する と , 大 雑 把 ( お お ざっ ぱ ) に グラ フ の 振る 舞い を と ら え 
る こと が で きる , 

図 に お いて , 円 O は 単位 円 *? 二 9?ー1, 直線 TS は 直線 =1 
で ある 。. 
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IT. 三角 関数 の グラ フ 
1) ヵ 三 sin 9, ヵ ーcos の の グラ フ 
実線 は ヵ ーsin の 破線 は ヵ 三 cos の 


1” 一 cos の , ヶ 王 sin り 9 は と も に すべ て の の の 値 に 対し 定義 され 
る . 関数 の と りう る 値 の 範囲 は {| 一 1 ミ y ミ 1) で ある . 

2* cos の sin の は の の 値 が 360* 増す と , 同じ 値 を と る . し た が っ 
て cos の , y 王 sim の の グラ フ は , た と えば 0" ミ の <360" の 秋 
囲 の グラ フ の くり 返し で ある . Eo 「II. 周期 性 」 

3” 2 三 coS の の グラ フ は , ヵ ヶ 王 sin り の グラ フ を 0 り 軸 の 方 向 に 
ー90* だ け 平 行 移動 し た も の で ある . Sp.87 HI 3* 

2) g 三 tan の の グラ フ 

1" ヵ tan の が 定義 され る の 
は 
の キ 90" 十 180*X 巡 

(Z は 整数 ) 
と な る の に だ 対し て だ け で あ 
2 所 
一 方 。 ヵ 三 tan の の と りう 
る 値 の 範囲 は 実数 全体 号 で 
ある . 

2” ヶ 三 tan の 9 の グラ フ は 
ー90* く の <90* の 範囲 で の そ 
れ の くり 返し で ある . 直線 
ァ ー 土 90* は 尊 近 線 と な っ て 
いる 。. 


TI. 周期 性 
1) 一 般 角 で は の と 9 十 360" の 動 径 は 一 致す る か ら 
cos( の 十 360?) 三 cos の 
sin( の 十 360) テ sin の | 
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が 成り 立つ 、 この と と は , cos 9 の, sin の の グラ フ を 左右 に 
360* だ け 平 行 移動 し て も 変わ り が な いこ と を 意味 し て いる . 
し た が っ て , これ ら の 関数 の 値 の 変化 は , 0 ミ の ミ 2 ァ 三 360? 
の 間 の 変化 の くり 返し で ある . すなわち 


cos の , sin の 


し CR の RUMORS AGM 征 の 下 人 


1* ① を くり 返し 用 いれ ば , た と えば 
cos( の 十 1080?) 三 cos(( の 9 十 7209) 十 360) 
三 cos(9 十 720") 
三 cos((9 十 360?) 十 360?) 
三 cos(9 十 360") 三 cos の 
が わか る . 一 般 に 
cos( の 9 十 360'X) 三 cos の 
sin(9 十 360'"X ヵ sin の | UM ② 
で ある . も っ と も , の と 9 十 360"Xz の 動 径 が 一 致す る こと を 考 
えれ ば , ① を 用 いる まで も な く , た だ ち に ⑨② が 成り 立つ こと が わ 
か ろう . 


2) tan の に つい て は ,。 右 の 図 か ら わ か る よ 
うに , の と 9 の 十 180*" に お いて 値 が 一 致す 
る . すなわち 

tan( の 十 1807) ニ tan の 9 ……… ③ 
が 成り 立つ 、 すなわち 


tan の の 周期 性 


1" より yz が 整数 の と き 
tan(9 十 180'"X ヵ ) ニ tan の 
が 成り 立つ . 
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臣 . 負 角 , 余 角 , 補 角 の 公式 


[公式 ] 一 般 に , 次 の 等 式 が 成り 立つ . 

(1) cos(- の =cos の sin( 一 の テーsin @, 負 角 の 公式 
tan( 一 の テーtan の 

(2) cos(90?" 二 の = テ sin 9, sin(90" 一 の cos @, 


tan(90' 一 の = ニー エ キー 余 角 の 公式 


(3) cos(180"- の = テーcos 9, sin(180"- の = テ sin の , 
tan(180"ー の テーtan の 
た だ し , tan が 現れ る と き に は , 両辺 が 定義 で き 
る よう な の の 値 に 限る . 


補 角 の 公式 


1" 頭 か ら 覚え よう と する と めん どう な 公式 で ある が , 2" に 記す 証 
明 を 再現 し な が ら な じん で いけ ば 身 に つく . 

な お 。 余 角 , 補 角 と いっ た 用 語 は 最近 の 教科 書か 
らら 消え て し まっ て いる の で , 念 の た め に 書い て お 
5 

の の 余 角 9 と 加え れ ば 直角 に な る 角 王 直角 一 9 

の の 補 角 三 9 と 加え れ ば 平 角 に な る 角 = 平 角 一 の 
が その 定義 で ある . 

2" 例 と し て (3 の 証明 を あげ て お く . 

の と 180* 一 9 の 定め る 2 つの 動 径 は , ヵ 軸 に 関し 
て 対称 で ある . し た が っ て , これ ら の 動 径 と 単位 円 
の 交点 を P(z, の ), P'(2Z。 7 する と と の 2 点 は 
ヶ 軸 に 関し て 対称 だ か ら 

バー 一 ー ア 。 りー7/ に OK つ ① 

そし て , 三角 関数 の 定義 か ら 
ッ ' 三 cos(180" 一 の ) [z 王 cos の 
| の sin(180* 一 の, | ヵ sin の 
①, を 見 比べ る と , cos(180'"-ー の = テーcos の , sin(180* 一 の =sin . 


sin(180" 一 の 9) sin の 
cos(180"ー の ) 一 cos の tan の 目 


また , tan(180" 一 の = 


同様 に し て , 

(1) は , 9 と 一 9 の 動 径 が > 軸 に 関し 対称 な こと 

(2) は , 9 と 90" 一 9 の 動 径 が 直線 ヵ ー ァ に 関し 対称 な こと 
か ら 導 か れる . 
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3” 人 1)。 (2) を 用 いる と, 
sin( の 十 90?) テ sin(90"-ー( 一 の )= テ cos( 一 の =cos9。 ……… ① 
この よう に し て 類似 の 公式 を 導く こと が で きる 。. 
① は , ヶ デ sim の の グラ フ を 9 軸 方 向 に 一 90*" だ け 平 行 移 動 す 
る と ヶ テ cos の の グラ フ に な る こと を 示し て いる . 
4*” これ ら の 諸 公 式 と 周期 性 と を 用 いれ ば , 一 般 角 の 三角 関数 の 値 
は , それ を 鋭角 の 三角 関数 の 値 に な お し て 求め る こと が で きる . 
cos 1190" 王 cos(360'"x3 十 90" 十 20)cos(90" 十 207) テ ーsin 20" 


IV. 基本 的 な 三角 方 程 式 


1) た と えば , cos 9 ニー テ PP ① を 考え て みよ う . 


右 の 図 か ら わ か る よう に , cos の の 1 
周期 分 一 180'=9 ミ 180" の 範囲 内 に ① 
を 満た す 角 は 2 つ あ っ て , 

g 三 土 1200 mhrihihits (②) 
で ある . 

cos の は 基本 周期 360" の 周期 関数 で あ 
る か ら ,① の すべ て の 解 は 

9 土 120" 十 360'Xz (z は 整数 ) …③ 
と 表 さ れる . ② に 対し , ③ を ① の 一 般 解 
と も いう . 

この よう に し て , 次 の 定理 が 得 ら れる . 


[定理 1] zZ が 一 1S ミ Z ミ 1 を 満た す と cos の =g の 解 
き , の の 方 程 式 
cos 9 王 Z 
の 1 つの 解 z(0'* く < く 180?) 


が 見 つか れ ば , 一 般 解 は 
の 9ー 土 2 十 360*xz (7z は 整数 ) 
(02 ご 2 と 2 二 ル (U う 


1? “cos の 9 王 cose な ら 9 一 。 で ある "と いう よう な 単純 な 推論 は 
通用 し な い . 
2* 三角 不等式 の 一 般 解 に つい て も 同様 に 。 図 を 手がかり と する と 
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HIVO 証 VSGNESXIS 
cos 9>ー テ CC ① な ら ば , 
cos の の 1 周期 分 一 180'* ミ の ミ 180* の 範囲 で は 
1 の 200 人 20 eccc202 ② 


周期 性 を 考え て 一 般 解 は 
ー120" 十 360"X ヵ く の く 120? 十 360*X 
(z は 整数 ) 


で ある . 

2) 三角 方 程 式 sin 9 ニ 2( 一 1 ミ Z ミ 1) の 解法 も 図 を た より に 
する と よい . sim の の 1 周期 分 に あたる 一 90* ミ の 9 ミ 270”" の 
範囲 内 に , 9 テ e, 180" 一 g の 関係 に ある 2 つの 解 が ある こ 
と が わか る . 

また , tan の 三 2 を 満た す 9 の 値 は tan の の 1 周期 分 
ー90" く の < く 90" に 1 つ だ け あ る 。. 


sin 9 王 


と の よう に し て 。, 
[定理 2 ] (1) 一 1 ミ Z ミ 1 の と き , 9 の の 方 程 式 
sin の 三 2 の 一 般 解 は sin 9 ニーo 
の 9 テ o 十 360?Xz。 9 の 三 (180?* 一 の 十 360"Xz の 解 
(7 は 整数 ) 
だ た だし, は 一 90' ミ Z ミ 90?。sine 三 2 を 


満た す 角 
(②⑫) 任意 の 実数 値 々 に 対し て , の の 方 程 式 
tan の 9 王 2 の 一 般 解 は の 王寺 180*XZz tan の ーgo 
( ヵ は 整数 ) の 解 
た だ し , は 一 90" く g く 90"。tang テ 2 を 満 
た す 角 
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1? sin の 9 の 一 般 解 は 。 まとめ て 9 の = テ ( 一 1)"Z 十 180*xz ヵ (z は 整 
数 ) と も 書け る . 


2* sin の 一 テ の 一 般 解 は 9=( 一 1)30*" エ 180'X ヵ ( ヵ は 整 
数 ) 


公 避 . 引 加法 定理 と その 応用 [| 


I. 正弦 , 余弦 の 加法 定理 


Sim, COS 


の 加法 定理 


sin(2 十 の sin 6cos / 十 cos gsin / 


cos(o 十 ) 三 cos ocos 一 sin gsin / 
sin( ゥ 一) テ sin @cos 一 cos gsin / 
cos( ゥ 一 9) 三 cos cos / 十 sin sin / 


1 三角 関数 を 使い こなす カギ と な る 重要 な 公式 で ある の で 完全 に 
マス ター する 必要 が ある . 

2” この 定理 に は 、 いろ いろ な 証明 法 が ある が , 発想 の 流れ が 自然 
な も の は , 組立 て が 難し く , 組み 立て の 易しい も の は , 流れ が 変 
則 的 に な り が ち で ある . 各自 の 教科 書 に は ,. その 一 つが 苦心 し て 
記さ れ て いる は ず で ある . ここ で は 距離 の 公式 を 利用 し た 証明 を 
紹介 する . 

@ sin, cos の 加法 定理 の 証明 を 

(a4) まず (4 か ら 証 明 す る . 与え られ た 角 2。 に 対し て , 単位 円 周 
上 に 2 点 A, B, を と り (eo 下 左 図 )) これ を 回 転 し て , C, D と 
する (ws 相 下 右 図 ). 


人 
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これ ら 3 点 の 座標 は それ ぞ れ 
A(cos g, sin@), B(cos 2, sin の, C(cos(z 一 の , sin(2 一 の ) 
で ある . mg A2.2 I 
さて , へ AOB は へ COD と 合同 で ある か ら , AB= テ CD で ある . 
一 方 , 2 点 間 の 距離 の 公式 に より 
AB* 王 (cos g 一 cos の)* 十 (sim gz 一 sin /)* 
三 (cos?〆 一 2cos gcos 十 cos7) 十 (sin?g 一 2sin esin 十 sin7) 
三 (cos^g 十 sin?@) 十 (cos72 十 sin26) 一 2(cos cos / 十 sin gsin /) 
2 一 2(cos gcos 十 singsin69) し imthtt ① 
CD* 三 (cos(z 一 の ーー1)* 二 sin*(Zー) 
三 {cos*( ゥ ーー の 一 2cos(2 一 の 十 1 り 十 sin7(Z 一 の ) 
三 {cos*(Zー の 十 sin*( ヶ 一 の ) キ 1 一 2cos(Z2 一 の 
ーー の cos( の 三 0 。 - Jen 。 2 で ee (の) 
① と ② を AB" 王 CD” に 代入 する と 公式 (4) が 得 ら れる . 


[ 注 ] 一 8 が 鋭角 で ある 場合 , へ OAB で 余弦 定理 を 用 いれ ば , 
AB*ーOA*TOB* 一 2OA・OB・cos ZAOB 
テー1 二 1 一 2cos(2ー9) imihtmtmhtt (の 4 
が , た だ ち に だ 出 て くる 。. 
(b) 公式 4) で , 2 を 一 @ で お きか る え 。 
cos( 一 の ) 三 cos 2,。 sin( 一 の テーsin / 
を 用 いれ ば 公式 (2) が 得 ら れる . 


(c) 次 に 公式 (2) の Z を うこ すなわち , 90" 一 。 々 で お きか え 


cos(90* 一 2 填 の cos(90" 一 (ez の )=sin(Z ヶ 一 の 
cos(90" 一 の)ーsin 6, sin(90" 一 ゐ ) 三 cos @ 
を 用 いれ ば 公式 (3) が 得 ら れる . 
(q) 最後 に 公式 (3) の ) を 一 g で お きか えて 公式 (1) が 導 か れる . 四 
反対 に , 公式 1) か ら 公 式 (4) を 導く こと も で きる . smB.208 


3” [ 例 ] sin15*==sin(45* 一 307) テ sin45"cos 30" 一 cos45"sin30" 


2 0 2 1 だ ee We 
ry 必 2 の N 請 少 i= 4 


4” 余 角 や 補 角 の 三角 関数 の 公式 (中 A2.3 ) も , 上 の 加法 定理 
の 特別 の 場合 と 見 な すこ と が で きる . た と えば 
cos(90* 一 の cos 90"cos 9 十 sin 90"sin の 
デ 0・cos の 十 1・sin の 三 sin の 
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IL. 正 接 の 加法 定理 
[定理 ] 

(1) tan(z 十 の = 


tan の 加法 定理 


tan g 十 tan / 
1 一 tan gtan / 


tan ge 一 tan / 
1 十 tan gtan / 


(2) tan(z 一 の = 


1" 正弦 。 余弦 の 加法 定理 の 式 を 辺 々 割り 算 す れ ば 得 ら れる . 
43 tan 75"ーtan(30" 十 45") の 圭 Y3 


上 tan45"ーtan の 1 一 tan の 
tan(45" 一 の = 1 十 tan45"tan の 1+tan の 


皿 . 倍角 の 公式 
正弦 ,。 余弦 ,。 正 接 の 加法 定理 で 2 ニ 68 ニ の と お く こ と に よ 
り , 次 の 公式 が すぐ に 得 ら れる . 


2 倍角 の 公式 
sin 29 三 2sin の cos の 
cos 29 王 cos* の 一 sin* の 
_ 2tan の 
Um26 記 1 一 tan* の 
1? cos* の 十 sin?9 王 1 と いう 関係 か ら , (2) は 
cos29 デ 2cos?9-1 ②7 
(Cc の た ニー リ トーク に rt (の 畑 の 


と 変形 する こと が で きる 。. 
2 導 (2 な (2 人 は 5 


半角 の 公式 


と 書き な お すこ と が で きる 。 
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IV. 三角 関数 の 合成 の 公式 
sin の 加法 定理 の 最も 重要 な 応用 と し て , sin の と cos の の 


1 次 式 2sin 9 の 十 2cos の 9 を ヶ sin( の 十 2) (と と @ は 2 の の ヵ で 定 
まる 定数 ) の 形 に な お す 方 法 が ある . 


[定理 ] 任意 の 2。 2 に 対し , 適当 に oe を と 
2) で 


Sin の 9 十 cos 9 ニーZ* 十 の "sin( 9 二 の ) 


CS の の (は 生 の ーー UICZSRUOI023S 
座標 平面 で 。 原点 O か ら 点 P(2。 の) に 向 


う 動 径 OP が > 軸 の 正方 向 と な す 角 で ある . 


1" 証明 : 2 一 9 一 0 で な いと き , 
み Sih の 068.0 三 び の は di( 


4 jn] / 
が 7 が 
GR の 上 GIIG 


6 
ロ は 2 乗 の 和 が 1 に な る の で 
Y の 十 の 7 V〆 十 が 2 
ME 人 Py 
9 
の 中 の 
に OKICR の SG の 認 い 5 つ MG 
Sin の 十 め cos 9 ニーソ g 十 /* (sin 9cos o 十 cos 9sin @) 


ーY の 十 / sin( の 9 十 の ) 
g 王 6 王 0 の と き は , は 任意 の 角 で よい 、。 


の 8 sin の 十 cos 9 ニア 2 sin( の 十 45?) 
2sin 9 一 cos 9 ニア 5 sin( 9 十 @) 


た だ し , o は coseg 三 
す 角 


= Sing 三 を 満た 


3” この 公式 は 応用 が 広い . た と えば 2sinr 十 cosr 
の 形 の 関数 の 最大 値 。 最小 値 問題 に 用 いら れる . 
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げ (>) テ 2sm ァ ーcos は , 7 げ ( ァ >) テア 5 sin(z 十 の )。 (2 は し か る 
べき 角 ) と 変形 で きる . も し , > が 任意 の 実数 値 を と る な ら , 
最大 値 ニ 5, 最小 値 テ ー ソ 5 
が 得 ら れ て 解決 する . この 場合 , が 具体 的 に どん な 角 か , の 考察 
は 不要 で ある . 
し か し ゃ の 変 域 に 制限 が ある な ら ば , この よう に 簡単 で は な い . 


クル LISA Sg*B.212 


AA 居 . 避 三角 関数 の いろ いろ な 公式 [補足 ] 


以下 の 公式 は , 数 学 II の 範囲 で は 登場 する 機会 が 多く な い が , 
余力 の ある 人 は , 一 通り , 理解 し て お く こ と を すす め る . 数 学 軸 
で は , し ば し ば 出 て くる も の で ある . 


I. 積 を 和 ( ま た は 差 ) に 変え る 公式 
sin に つい て の 加法 定理 の 2 式 
sin(g 十 sin gcos 8 十 cos gsin 
sin( ゥ 9) テ sin gcos 一 cos gsin / 
を 加え 合せ る と, 
sin(e 十 9 の) 十 sin( ゥ 一 の ニテ 2sin Zcos / 
が 得 ら れる . これ より 


[公式 ] sinecos 2 ニテ (sin(g+ の sin(e の ) 
が 導 か れる . 同様 に し て 


[公式 ] cos osin 2 ニテ {sim(z 寺 の 一 sim(Z 一 の ) 


COS @COS 2 一 す 【cos(z+ の) +cos(Z8) 


Sin の Sin 2 ニテ {cos(z 一 の 一 cos(z 二 の) 
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1” 右辺 か ら 左 辺 を 導く の は た や すい . 
左辺 の 形 を 右辺 の 形 に 書き 直す と ころ に 意味 が ある . 

26 2sin2zcos 三 sin 3Z 十 Sin 

2sin 2 ァ Sin ァ ーcoS マーCOS 3 と 


2 イ F 応用 例 は grB223, B228 


LU. 和 ( ま た は 差 ) を 積 に 変え る 公式 
積 を 和 に 直す 公式 に お いて , 2 十 6 ニ 4, ゥ Z 一 2 ニー と お け ば 
次 の 公式 が 導 か れる 。. 


[公式 ] 


EE ニク 91 ロニ ーー ニラ 00 ニュー 


sin 用 ーsin ど テ 2 cos ュー Sin 2 所 


用 十 ぢ 只 ( 二 5) 
COSSeog 


coSs 4 十 cos ど 三 2cos 2 
PF 7 人 
2 Sm 一 5 


cos 4ーcos ど テ ー2sin 


1 sin の +sin39 ニ 2sin2 の cos 


、 cos99 一 cos 9 テー2sin 5 の sin4 の 
YY、 応 用 例 は gg"B.224 一 B.228 


2 還 に リー ニー 
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epos 
魔女 の スラ ンプ 


練習 の と き 難 な く 弾 けた 曲 が 人 の 前 に 立つ と 弾け な く な っ 
て し まう と いう こと と を よく 聞き ます . それ も 技術 的 に 難し い 
と ころ で 緊張 の た め に 指 が も つれ る の で は な く , また 単に 気 
を 抜い た と いう の で も あり ませ ん . ふだん 何で も な か っ た 所 
で ある 音 に 気 を 取ら れ た と た ん 音楽 を 見 失い あわ て て その 場 
を 取り 繕 いな が ら 音 の 脈絡 を 必死 で 探す と いう 場面 …… 経 験 
の ある 人 も いる こと で し ょ う . これ は も し か し た ら 聴 いて い 
な が ら 本 当 に は 聴い て いな か っ た 音 や 弾い て いな が ら 本 当 に 
は 弾い て な か っ た 音 が その と き ふ と 耳 に 入る よう に な っ た か 
ら で は な いで し ょ うか . いま まで 指 が 覚え て いた に すぎ な い 
音楽 を ある きっ か け で 耳 が 聴き 出し た , その た め に 指 が 混乱 
し た の で は な いか と 思う の で す . 考え な く て も 答 は 出せ る , 
考え な い 方 が 答 を 出せ る …… 数 学 に も あり そう な こと で すね . 

「 魔 女 の 宅 急便 」 と いう アニ メー ショ ン が あり まし た . そ 
れ は 子供 の 魔女 キキ が 一 人 前 の 魔女 に な る た め の 修 行 と し て 
黒 猫 の ジジ と 一 緒 に 人 間 の 街 に 住み 。 は じ め て 自分 の 弱き と 
孤独 に 向い 合い 親切 な 人 々 に 勇気 づけ られ て 生き て 行く と い 
う 物語 で し た . その な か で , ある と き 急 に キキ の 魔力 が 弱 ま 
り 空 を 飛べ な く な る と いう 話 が あり まし た ね . それ は 彼女 が 
それ まで 見 て いな か っ た も の を 見 , 考え て いな か っ た こと を 
券 る よう に な っ た か ら と いう ol の ボウ 9 

すら すら 前 に 進む こと だ けが 進歩 で は あり ませ ん . 何 か が 
で きる よう に な る こと だ けが 成長 で は あり ませ ん . 今 ま で で 
き て いた こと が ある 時 で き な く な る , ここ に 進歩 の 鍵 が ある 
の で は な いで し ょ うか .。 
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記 軸 の 半径 が 3 , 高き が 6/2 で 
ある 直 円 すい に つい て ,。 次 の 問 に 答 


2 


(1) 全 表 面積 を 求め よ . 
(2) 図 の A, B を , 図 の よう に 糸 で 
結ぶ と き , 糸 の 最短 の 長 さ を 求め 


BRe 


[アプ ロー チ > 扇形 の 面積 を 求め る と き は 弧 度 法 を 使う の が 便利 で す . 
教科 書 で 習う こと が あり ませ ん か ら , 最初 に その 練習 を し まし ょ 
う . (mA21I の 39?) 


12 
A 


6 二 う 
デー テ ゲ の 


B 1 


(1) 底面 の 半径 3 高き 67 2 で ある 
か ら , 母線 の 長 さ は , 側面 の 扇形 の 半径 で , 

ァ ー マ 3* 十 (67 2 )*ー/81=9 
で ある . また , 側面 の 扇形 の 弧 の 長き 7 は 
底面 の 円 周 の 長き に 等 し く 

/ 王 2・3z 王 6Z 
で あり , oi の は , 綴 度 法 に より 

6z 

3 

と 表 さ れる 2 従っ て , 側面 積 
は , 扇形 の 面積 の 公式 に より 

2 


信 を (7322) 


昌 S= テ ・ 9?・ 三 ァ ー27 ァ 


3 


を 得る . 
(2) 展開 図 に お ける 三角 形 OAB に お いて 。 余 
弦 定 理 を 用 いる と 


AB 一 1 ゼ 二 8ー2.1・8・cos 信 


三 65 一 16cos120*=73 


2 


よっ て 糸 の 最短 の 長 さ y73 を 得る . 
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日 . ら 0 - 
sine+cos の と き , 次 式 の 値 を 求め よ . 


(1) singcosg (2) sinYe 十 cos*g 


(1) singcosg 


ー テ {(sing 十 cos @)*ー(sin?Z 十 cos?@)) 
本 )=- 全 
避 ( Rg 
( 2 ) sin?e 十 cos'g 

三 (sing 十 cos g)"ー3sin cos g(sin @ 十 cos @) 


- す (科す 


2sin の 十 cos 9 王 1 …… ① の と き sin の , cos 9 の 値 を 求め よ . 


単に ① の 両辺 を 平方 し て も うま くい きま せん . sin の と 
cos 9 の 間 に は ,。 つね に 
sin* の 十 cos?79 モ 1 mt ⑫) 

と いう 関係 が 成立 する の で 本間 は , ①, ⑨② の 連立 
方 程 式 を 解く 問題 と 同じ こと に な り ま す . 

また , これ は , 三角 関数 の 定義 に 戻れ ば , xy 平面 
上 で , 単位 円 x+ キー1 と 直線 2 ヶ + キ ァ テ 1 の 交点 
の 座標 を 求め る 問題 で わる と も いえ ます . さら に , 
これ は , B.210 以降 で 学ぶ 合成 ' を 用 いて 解く こと 
も で きま す . 


sin*? の 十 cos?9 の モデ 1 mim (② 
①, から, cos の を 消去 する と , 

sin* の 十 (1 一 2sin の )*ー1 

sin の (5sin 9 一 4) 三 0 


im の 三 0 表 20 仁 9D 9 一 三 


と な る の で 。 これ ら を ① に 代入 し て cos の の 値 が 求 
まる . 


(sin の 。 cos の =(0, 1) また は ( ぁ ー- キ 


ーー テー 
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次 の グラ フ を か け . 
(1) ヵ テ sin3z (2) ヶ ーsin(3zーー90?) 
(3) ヵ 三 2sim(3zー90?) (4) ヵ テ 2sin(3z 一 90?) 十 1 


(1) ?z テ sin3z の グラ フ は , 7sin> の グ 
ラフ を , 還 方 向 に 倍 し た も の に な る . 


タッ デア ( ァ ーZ) の じ (2 ) =sim(3 ァ 一 907) 三 sin3( ァ 一 307) より (1) の グ 


グラ フ は ラフ を ヶ 軸 方 向 に 30* だ ビ 平 行 移 動 す る . 
208 ッ デ sin(3 ヶ 一 90) 
の グラ フ を xr 軸 


方 向 に Z だけ 平 
行 移 動 し た も の . 


( 3 ) 2sim(3z 一 907) の グラ フ は 、(2) の グラ フ 
を ? 軸 方 向 に 2 倍 に の ば し た も の で ある 。. 


ッ 三 2sin(3> 一 90 ) 
ん 
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( 4 ) ヶ 三 2sin(3z 一 90) 十 1 の グラ フ は , (3) の グラ ッ テ 7(z) 十 2 の 


フ を ヶ 軸 方 向 に 1 だ 平行 移動 し た も の で ある . グラ フ は , 
ター ア (z) の グ 
ッ ニ 2sin(3z 一 90)+1 フフ を ヶ 電 方 向 
に ヵ だ け 平 行 移 
動 し た も の . 


[ 注 ] xy 平面 に お いて , 軸 2 軸 の 単位 が 片 や 1", 片 や 1 と いう の 
で は , グラ フ を それ らし く 書 く こ と も で きま せん . 本来, グラ フ を 書 
く と き に は , 弧 度 法 を 使う べき な の で す が , ここ で は 「 耐 え 難 き を 耐 
えて 」, 軸 に 度数 法 で は か っ た 値 を 記入 し まし た . 


B. 05 


方 程 式 2cosz 十 5sin 二 10 を 解け た だ し , 
(0 が S860 邊 と お る 。 


よく 見 れ ば , siny に つい て の 2 次 方 程 式 に すぎ ませ ん . 
cos* ァ ー1 一 sin** より ,。 与え られ た 方 程 式 は , 
2(1 一 sin*z) 十 5sin 二 10 
2simー5sin ァ ー3 三 0 
(2sinx 十 1)(sim ァ ー3) テ 0 
2 の 
主 波 Sm み 全 1 
で な けれ ば な ら な いか ら , 上 式 が 成り 立つ の は , 


Sin アー 記 
2 


の 場合 だ け で ある . 
0" ミ ァ ぐ 360" より ァ 三 210" また は ァ 三 330?* 
を 得る . 
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不等式 3 十 2sm・tanx く 0 を 解け . た だ し 0" ミ ァ ミ 360* 
と する 。 


NEROSEE22NSROSWOa2aS2SNASOHRSESSESREEAGSO22RO2082 


[アプ ロー チ > 現れ る 三角 関数 の 数 を 減ら サーー こ れ が 基本 で す . 


Sin ーー 8 ウツ SI が 
>。 較 暫 3 十 2sin ztan 3 十 2sin ァ ーー 


_ 3cosz 十 2sin?z 3cos 十 2(1 一 cos*z) 
coS に 統一 匠 COS COS 


し CGC 
cos 三 ま と お いて 。 不等式 
の 
3 は 89 の ) と j 


を 考え る . 分 子 を 整理 する と 
ニ (27+1(⑦ー2) 
7 


分 母 の 符号 を 考慮 し て ,。 これ を 解く と 


ー テ くく 0 また は 2 く ヵ 


CS の 5 
三 汎 代 coS 主 由 
で ある か ら , 与え られ た 不等式 は 


ー テ く cosr く 0 


と 同値 で ある . 
よっ て 0" ミ ァ <360" を 考慮 し て , 次 の 解 を 得る . 
90"< ヶ <120" また は 240"< ヶ マ <270" 


[ 注 ] 分 数 不等式 ユリ ジー <0 を 解く と き , 気楽 に 分母 を 払 
っ て は いけ な い . 7 ぐ 0 の と き は 不 等 号 の 向き が 逆転 する か ら で あ る . 
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B. 0 フ 
次 の 連立 方 程 式 を 解け . 
和義 3aesio と ① 


cosz 十 cos7 デ Y39 0 hh ② 


[アプ ロー チ > :, 》 の 一 方 を 消去 し よう と 考え ます . 


① よ り sinz テ 1-smz …… の " ① 
より cosg テ 3 一 cosy 。。 ……… ⑨′ る ①⑨' を 満た す 
①?+⑨? より 1= テ (1-sinz)* 十 (/ 3 一 cosy)* 9 が 存在 する た 
1=5 一 2sinー23 cos め の 条 件 . 
simn ァ ー2ー73 cosy ーー mt ⑬③ き B.203 と 同じ タ 
これ と sinz 十 cos ァ ー1 と か ら ,。 パプ 
(2 一 73 cos z)* 寺 cos モ 1 ……… ⑧ 
4cos? ァ ー4 3 cos> 十 3 三 0, 
Ke siwn29 
(を ③ に 代入 し て 3 ④ だ け か ら y ヶ を 
> 1 求め て は な ら な 
seee ⑤ PO の 
《①④① と ⑤ よ り ァ =30" 十 360'*X ヵ (z は 整数 ) ……… (⑥ 要 条 件 に すぎ な 
④, ⑤ を ①' と ⑨④' へ 代入 する と いか ら で あ る / 
siny 一 テ 
ヶ デ 30" 十 360"X22 
cosg= マ シュ (Z は 整数 ) 
マー830" 十 860*Xz。 gー30" 十 860"X 7 
(z。 z は 整数 ) 


[ 注 ] 1′ ③ を 導い た ら , 合成 ' を 用 いて 2sin(z 十 60)= ニ 2 と 変形 す 
る 手 も あ る . その ほか ,。①* 十 ⑨* より cos(zー) ニ 1 …. ーー 
360'*X た (た : 整数 ) で な けれ ば な ら な いこ と を 導き , これ を 利用 し 
て sinysm ヶ , cos 2 三 coS ヶ を 出し て いく 方 法 も ある . 

2” sn, cos ァ 。 Sin 7。 coS り を あら た め て それ ぞ れ ァ 。 ヶ 。 z。 2 と 
お け ば 

ヶ 十 z 三 1。 ヶ 十 の テア 3 。 2 十 み 2ー1。 2 十 の 7ー1 
の 連立 方 程 式 に すぎ な い . 
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三角 関数 の 余 角 公 式 sin(90" 一 の cos 6, 
cos(90" 一 の sin の 
と , 正弦 関数 の 加法 定理 


sin(g 十 8) 三 singcos 十 cosgsin2 …… (*) 
を 用 いて , 余弦 関数 の 加法 定理 の 公式 
cos(e 一 ) 三 cos ecos/ 十 singsin が 2  …… (* ネ *) 


4 ・ 


[アプ ロー チ > 教科 書 で は (*) と (**) を 別々 に 習っ た か も し れ ま せ 
ん . し か し , 実は 一 方 か ら 他方 を 導く こと が で きる の で す . 


公式 (* ) に お いて 
@ の か わり に 90" 一 g 
を 入れ る と , 
sin{(90" 一 の 十 刀 sin(90" 一 )cos / 
十 cos(90" 一 e)sin 
と な る . ここ で 人 奈 角 公式 を 用 いる と, 
sin(90" 一 の = テ cos の = 左辺 =sin (90" 一 ( ゥ 2ー)} 三 cos(Z 一 め ) 
cos(90" 一 の =sin の = 右辺 cos cos / 十 sin esin / 
と な る 。 レ た が つっ で 
cos(〆 一 記 ーcos cos / 十 sin gsin / 
すなわち , (**) が 成り 立つ . 時 


[ 注 ] 加法 定理 の さま ざま な 形 は すべ て (*) か ら 導 く こ と が で きる . 
た と えば (*) に お いて 
6 の か わり に 一 が 
PKG 
sintg 二 ( 一 人 の) 三 sin gcos( 一 の 十 cos gsin( 一 の 
sin(g 一 の ) 三 sin cos 2 一 cos sim 
が 得 ら れる . 
な お , 反対 に (**) から (*) を 導く こと も で きる . Sg (A2.4 p.90) 
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@ は 第 1 象限 の 角 。 /7 は 第 3 象限 の 角 で , 
oe 。。M 
Sine 王 モッ cos ガニ ー+” 


で ある と き , g 十 / は 第 何 象限 の 角 か . 


[アプ ロー チ > sin(Z 十 の , cos(2 十 8) の 符号 を 調べ よう と 考え ます . 
加法 定理 の 基本 的 な 応用 で す . 


KA 
他 回 3 Z は 第 1 人 象限 の 角 だ か ら , cosg>0 で , 
cos?g ニ 1 一 sin*g / 
=1ー( 舎 ) = 電 
ョ ia( 才 司 悦 
ラン * 
で ヤノ 

同様 に , / は 第 3 象限 の 角 だ か ら , sin 2 く 0 で , 


FN > 上 図 か ら で も e 十 の 
Sin?/ー1 一 cos“/ 大 きき の 見 当 は つく が . 


以上 の sing, cos 2。 sin cos の 値 を 
1 ここ 3 
cos(2 十 の テ cos ecos 一 sin sin 
に 代入 し て 計算 する と 。 了 レ 
と 36 
sin(z 寺 = テ 65 ^ り 


cos(e 十 = 3 り 


と な る の で , 
e 十 / は 第 3 象限 の 角 で ある . / 
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? 三 3sm ァ 一 4cos> を それ ぞ れ 次 の 形 に 変形 せよ . 
(1) ヵ ー ァ sin( ァ 十 ゐ ) ( ヶ >0, 0" ミ Z く 360?) 
(2) ヶ テ ァ cos(* 十 ) ( ヶ >0。0? ミ 2 く 360?) 


[ 克 プ ロー チ > 一般 に , Zsin 十 cosy(Z 王 6 一 0 で は な い ) は , 
Y〆 十 7 を くく り 出 す と 


の 十 um 了 -cosz| EEEECEE (*) 
と な り ま す . ここ で {  } の 中 味 を , 加法 定理 

sin(> 十 の) 三 sin coS@ 十 coS Sin @ 

cos( ァ 十 三 cos rcos 一 sim sin / 
の 右辺 と 見 比べ て ,(*) を 

Y〆 十 sin(z 十 の) や 7 の 十 が cos(z 十 8) 

の 形 に 変形 する こと は , 合成 と 呼ば れん る テク ニッ ク で す . 
EE A2.4 の IV 


[ 注 ] YZ 十 7 を くく り 出 す の は , sinz と cosz の 係数 を , 

“それ ら の 平方 の 和 が 1 に 等 し い ” 
と な る よう に する た めで す . 一 般 に , 実数 Au B に つい て , A" 十 B*=1 
で ある な ら ば ぱ , 一 方 を cosg, 他方 を sin み とお く こ と が で きる の で し 
た / 


y3* 圭 (一 4 ニー/25 ニ 5 


(1) りー5( sin 一 人 cosz) 


それ ゆえ , cos ge= さ , sin @ 王 と も 


5 
と な る 角 。2 を と れ ば ぱ ば, 
ヶ 三 5(simycosg 十 cos sin@) 
三 5sin(* 十 @) (た だ し , g は 左 図 の 角 ) 


( 2 ) ッ ー5| 全 cosz-( -)-sinz] 


そこ で , cos/ 三 さ ッ Sin ガー 8 


ーーー- 
と な る 角 / を と れ ば , 
ヶ ー5(cos xcos 一 sin sin /) 


三 5cos(* 十 ) (た だ し , / は 左 図 の 角 ) 
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B. 11 


次 の 2 つの 単 振動 を 加え , その 振幅 , 周期 を 求め よ . 
RINAKDKS0) ) 745oNN00200m 5 


m 十 z 三 2sin(60'"X7 填 上 307) 十 4cos(60'"X7 一 45?) 
三 2{sim(60'"X の ・cos 30" 十 cos(60'X の ・sin 307 
十 4{cos(60'"X の ・cos45" 十 sin(60'X の ・sin459) 
三 (/ 3 填 272 )sin(60'"X の 十 (1 十 272 )cos(60*x の 


に と 3 ( く 
(73 圭 272 ) 上 1 十 27 2 7 一 4(5 キ 2 十 6 ) 
だ か ら , 
oe 
275 二 72+76「' 275 二 72+76 


CGC うつ) 且 2 人 230 

婦 十 yy 三 275 十 72 二 76 sin(60'X7 寺 の 
( 導 が 1G5 

振幅 2V5 十 3 76 , 周期 6 で ある . 


直線 上 を 運動 する 点 の 位置 が 。 ァ ー ァ cos( の 7 二 @) 
( ヶ , の , @: 定数 , ヶ =0) で 表 さ れる 時 ,P は 単 0O _ PE(s) 
振動 を する と いい 。 の を 角速度 と いう . Ei 

この 単 振動 は , 半径 / の 円 周 上 を 角速度 の で に 3 
回 転 する 点 を , 真 上 か ら (回 転 面 上 に 目 を 置い 
て ) 見 た ちの に ほか な ら な い . 

一 般 に , 周期 の 等 し い 2 つの 単 振動 

か ー カ Sin( の 7 十 上 )。 zz 三 Sin( の 7 上 @) 
を 加え あわ せる と , 同じ 周期 の 単 振動 

m 十 y 三 7sSin( の 7 十 @) 

(7。 は 。 れ 。 。 の) @w で 定まる 定数 ) 

や 得 ら れる . 周期 の 異な る 単 振動 を 加え た も の 
は , も は や 単 振動 に は な ら な い . mo 写 C.11 
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次 の 各 関 数 の 最大 値 ・ 最 小 値 を 求め よ . 
(1) テア 3 simz 十 cosy (0" ミ ァ ミ 180") 
(2) ヵ 三 3cos 一 2sm (0? ミ ァ ミ 180?) 


(⑯ 伺 ッ ー2(5ーsinz す cos z) 


三 2sin( 十 30") 
見 や すく する た め ,。 十 30" 三 の 9 と お く と 
ヶ 三 2sin の 9,。 30" ミ の 9 ミ 210“ 
と な る の で , 左 の グラ フ を 参照 し て , 
| ヶ の 最大 値 2 
ヶ の 最小 値 一 1 
(2 ) 合成 する と , 
cos で 合成 し た 放  / 王 3cos ァ ー2sin ァ 3* 十 (一 2)” cos(z 十 の 
が , sin で 合成 =y13cos(> 十 @) 
0 た だ し , g は 左 図示 され る 角 で ある . 
ァ 十 oe 王 の と お く と 
の 
@ ミ の ミ 180" 十 み 
2 0"<e< く 90*" で ある か ら , 左 の グラ フ よ 
り ,。 ヶ は 
の 9 テ e で 最大 , の 三 180”" で 最小 
で ある こと が わか る . よっ て , 
2 
最小 値 ニ ー13 
で ある 。. 


180" 十 / 


[ 注 ] (2) に お いて , EHP ッ ーy13sin(> 十 ), 


の (Sc cos2 ニ ーー sin / 三 夫 (26 の 
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点 P(。 ヶ ) が 原点 を 中 心 に 半径 1 の 単位 円 上 を 動く と き , 
< 三 *y 十 マ 十 2 十 1 の 最大 値 と 最小 値 を 求め た い . 

(1) 点 P(z, ヵ ) が 原点 O を 中 心 と する 単位 円 の 円 周 上 に 
ある と き の 動 径 OP の 表す 角 を の 9 と し , < を 9 の の 関数 
と し て 表せ . 

(2) 新しい 変数 7 一 cos 9+sin の を 導入 し , <z を 7 の 関 
数 と し て 表せ . 

(3) 7 の 変 域 を 考慮 し て , の 最大 値 と 最小 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チノ 実数 y。 》 ヶ が y" 十 〆ー1 を 満た し て 変化 する と き 

< デ ァ yy 十 十 ヶ 十 1 の 最大 ・ 最 小 を 求め よ 。 と いう 問題 に は ,。 いろ いろ 
な アプ ロー チ が あり ます . 本 問 は , 三角 関数 を 利用 し て 解 こ うと いう 
も の で す . 


マーcos の 
員 (1) ] “ 

ヶ ーSin の 
で ある の で , 


々 三 cos の sin の 十 cos の 十 sin の 十 1 
(2 の 1 語 三 GOSYGESGIUIOI 靖 昌 還 語 還 陣 語 ii 
と お く と, ど だ テ 1 十 2cos の sin の 9 より , 
= 
cos 9sin 9 デー ュー 
だ デー1 
2 
( 3 ) ① の 右辺 を 合成 する と , 7 王 Y2 sin( の 十 45?) 
と な る . の は 任意 な の で , 7 の 変 域 は , 


よっ て 。 る 三 


+/+1= タ (f 和 1 SOCOuOOO 


2 の | | 症 に oe ⑨③ 
で ある . 
よっ て ,。 に お ける ② の グラ フ か ら , 
最大 値 = さ 2 2 Se 
ーー 


最小 値 =0 
[ 注 ] 一 般 に 2, 2 の 対称 式 は , 。 十 と 2 の 式 に な る が , 
sin の cos 9 一 ヶ (Gin の 十 cos の )*ー1) 


で ある の で , sin の と cos の の 対称 式 は sin の 十 cos 9 デ 7 の 式 に な る . 
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(1) 加法 定理 に 基づい て 2 倍角 の 公式 
1 simn29 三 2sin の cos の 
cos 29 三 2 cos*9 一 1 ニ 1 一 2sin の 


を 示せ . 
(2) 次 の 関数 の 最大 値 , 最小 値 を 求め よ . 
ヶ 三 sin 補 十 4simzcos 十 3cos?z (0" ミ ァ ミ 180?) 


[アプ ロー チア (1) た くさ ん の 公式 を 覚え を きれ な く て も , 導き 方 さえ 修 
得 し て お け ば , 大 丈夫 . (2) の 形 を 見 た ら (1) を 利用 する の が 定石 で す . 


(1) 加法 定理 の 基本 公式 
| sin(e 十 sin ecos が 十 cos gsin / 
cos(Z 十 ) 三 cos Zcos 一 sin sin 
に お いて 
og 王 の / テ の 
2 る が 人 2 
MR の 十 cos の sin の 
cos29 三 cos* の 一 sin* の 
simn29 王 2sin の cos の 
開 寺 0 と eo 目 


の 1 一 cos 2 ウッー に GOS2 め 


(1) で 示し た 公 5 
Sin* ァ ー 2 >COS 


か ら 導 か れる . (2 ) 
半角 の 公式 と も 


蘭 。 
SmcOoS ァ ーー テ SIm の が 


いう . 


で ある か ら 


の 8 補 上 2sin2y エ 9 エ 上 coS 2 


三 2sm2 十 cos 2 ァ 十 2 
ーY5 sin(2z 二 の 十 2 (2 は , 左 図 の 定 角 ) 
ここ で ,2 ヶ 十 @ は , 幅 360" の 範囲 を 変化 する の で , 
思 の 最大 値 は , Y5 十 2 
ヶ の 最小 値 は 。 一 5 十 2 


2 の 
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半径 1 中 心 角 60* の 扇形 の OAB が ある . 弧 AB 上 に 2 
点 P, Q, 線 分 0A 上 に 点 S, 線 分 OB 上 に 点 R を 四角 形 
PQRS が 長方形 に な る よう に と る 。. 

(1) ZAOP= ニ の 9 と する と き , 線 分 PQ の 長き さき を の で 表 

5 

(2) 長方形 PQRS の 面積 を 最大 に する 9 お よび その と き 

の 面積 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (1) 「 円 の 任意 の 弦 に 中 心から 下ろ し た 垂 線 の 足 は 。 そ 
の 弦 を 二 等 分 する 」 と いう 円 の 幾何 学 的 性 質 に 注目 し まし ょ う . 


(1) PQ に 垂 線 OM を 下ろ す と , OM は 
AOB を , M は 線 分 PQ を 二 等 分 する . 
PQ=2PM= テ 2OPsin(30*ー の 
三 2sin (30" 一 の ) 
(2 ) P か ら 0OA に だ 垂 線 PH を 下ろ す と , 
PSH=ー30" で ある こと か ら , 
PS=2PH テ 2OPsin 9 の 三 2sin の 
よっ て , 長方形 PQRS の 面積 ぐ は 
S ぐ = テ PQ・PS= テ 2sin(30*"ー の ・2sin の 


三 2 cos の sin 9 一 27 3 sin* の ョ 加法 定理 で 展開 
ーーsin29 一 7 3 (1 一 cos 2 の ) 2 倍角 の 公式 
IE 前 問 
2sin(29 十 607)-73 合成 
の の 範囲 が 0? く の く 30'" で ある こと より , 
2 の 十 60* 三 90* 


つま り , 9 三 15* の と き , ぐ は 最大 値 2ー/3 を 
どの 
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B. ら 1 是 


tan ター』 と お く と き , 2 倍角 の 公式 を 利用 し て sin の , 


cos の を 7 で 表せ . 


了 還 見 や すく する た め に , 
の 2 


5S)K 細 
つい で , 倍角 の 公式 を 用 いる と, 
sin の 王 sin 2Z 


三 2sin@cos の 
三 2tan cos“ み 
ES 6 1 
9 ー21an の ィ 寺 tamg 
sin9 ニ ーーーーー | 
1 1tan* ! 1 還 吉 
導い 70 の 
同様 に し て , 
Cos の 三 cos 2〆 
ーー ニー テー テー 三 2cos*g 一 1 
1 2 
5 1ーtan を を 大 旨 誠 ” 
coS 9 デーーーーー 憲 ー ! 
9 1ー ど 
1 填 tan 三 
宣 1 だ 
て を 得る . 


[ 注 ] 上 の 結果 に よれ ば , た と えば , sin* の 5cos の 9 や っ FCos の な 


どの よう な sin の と cos の 9 の 有理 式 ( 整 
式 また は 分 数 式 ) は 一 tan ヶ の 有理 


式 で 表 き され る こと に な る 。. 

これ は , xy 平面 上 , 左 図 の よう に 円 
ァ " 十 の 1 と 直線 ゥ 王 人 パ ァ 十 1) の 交点 
P の 座標 を 7 の 式 で 表す こと に 相当 し 
て いる . 

な お ,。 ここ で 得 た 結果 は , 「 数 学 皿 」 
積分 法 に お いて 大 切な 役割 を 果たす . 
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(1) 三角 関数 の 加法 定理 , 倍 角 の 公式 を 利用 し , 3 倍角 の 公 
式 sim39ー3sin の 一 4sin*?9, cos 39 王 4cos? の 9 一 3cos の を 
導 け . 

(2) g 三 18" と する と , 3g 三 90" 一 2zg と な る こと を 利用 し て 
sin18" 王 た: と お いた と き に , が 方 程 式 

4 だ ーー2 だ デー37 填 1 三 0 
を 満た すこ と を 示せ . 
(3) sim18" を 求め よ . 


三角 関数 に まつ わる 公式 の 数 は お び た だ し い の で す が , 
導き 方 を マス ター し て いれ ば 思い 出す の は 容易 で す . 
(1 ) 39= ニ 29+ の 9 と し て 


sin39 王 sin(29 十 の )ーsin 29cos 9 十 cos 29sin の ョ 加法 定理 
三 (2sin の cos の )cos 9 十 (1 一 2sin* の )sin の き 倍角 公式 を 利用 
三 2sin (1 一 sin* の ) 十 (1 一 2sin7 の )sin 9 = sin の だ け の 式 
三 3sin の 一 4sin* の に 直し た . 
cos39 三 cos(29 二 の) 三 cos 29cos 9 一 sin 2 の sin の = 加法 定理 
三 (2cos?9 一 1)cos 9 一 (2sin 9cos の ) sin の 倍角 公式 を 利用 
三 (2cos*9 一 1) cos 9 一 2cos 9(1 一 cos* の ) き cos の だ け の 式 
4cos* の 一 3cos の に 直し た . 
( 2 ) 18" と お く と ,。 5g テ 907 0 … の ti… ① 
これ は , 
3g 三 90" 一 2〆Z 
と 変形 で きる . これ か ら = cos 3g 三 sin 2 
sin3g= テ sin(90-22 it (② を 利用 し て も 解 
sin 3〆 三 cos 2@ ける . 各 目 試み 
ここ で , 3 倍角 , 倍角 の 公式 を 利用 する と , 9 
3sing 一 4sin'?e デ 1 一 2sim22 0 leilt ③ 
よっ て ,。sing 三 ! と お け ば 7 は 方 程 式 
4 が 一 2 デー37 土 モ 0 0 mirhihilhthot ④ 


を 満た す . 時 
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因数 定理 請 (3) 3 次 方 程 式 の を 解く こと に より sin18" を 求 
1 SE の の 。 らち: 
0 (の 4 だ 一 2 アー37 二 1 


AM0M と お け ば , 7(1) ニ 0 で ある か ら 。 3 次 式 /( の は 1 次 
式 (7 一 1) で 割り きれ る . 
4 だ 十 27 一 1 し た が っ て , 7( の は , 次 の よう に 因数 分 解 で 
7 一 1) 4 ゼー2 だ ー3 1 きる 
に (まき 2 | 
ーー ニー 706 三 (=1)(322 り 
272 一 27 この こと か ら , 方 程 式 の 7( の テニ 0 の 解 は , 
od に Ph 
ー チ 1 7 一 1 て マー ー ⑤ 
0 。 と ころ が , rsin18*" は 
| 昌 生 に 上 証 目 剛 二 計 0 の oo ⑥ 
sin18* の 値 が - の 範囲 に ちる こと は 確か だ か ら , ⑤, ⑥ よ り 
比較 的 簡単 な こ 3 ao KST 
と に 注目 RS 2 


[ 注 ] 1" 3 次 方 程 式 の を 解く と き に , 左辺 を 因数 分 解 し た が , ここ 

で , 数 学 A で 学ん だ 因数 定理 を 利用 し て いる . 
2" ⑤ の よう に 7sin18" の 値 と し て 不適 な 値 

0 
4 

が 現れ た の は , ① に 対し ,② が 単なる 必要 条件 に 過ぎ な いた めで 

ある . 実際 , ② は 
eg 三 90" や g 三 162" 

で も 成り 立つ . 


中 
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B. 1 
2 直線 nz 十 。 み 三 222Z 十 722 
(722n キ 725。 1 十 71722 キ 0) 
の な す 角 の うち 鋭角 の 方 を り と する と , 
ー| 2ー722 
1 十 21722 
で ある . これ を 利用 し て , 直線 ゥ 一 2z に 関し 直線 3 ニ ァ 
と 対称 な 直線 の 方 程 式 を 求め よ . 


tan の 


| アプ ロー チ > tan の 加法 定理 の 最も 重要 な 応用 例 の 1 つ で す . 


の 22 いま 本 5Seea ① 

8 らい コー RS9EEiae ⑨ の 0 
お よび 求め る 直線 と < 軸 と な す 角 を 図 の よう に それ の 
ぞ れ o, /,。 7 と する . また , 2 直線 ①, ⑨④ の 傾き 


は それ ぞ れ 。 2 語 で ある か ら , 2 直線 の な す 鋭角 を 
9 の ニ 一 2 と すれ ば , 公式 に より 


で ある . 
ここ で , 求め る 直線 の 傾き を 7。 と する と, 
y 三 の 十 o, tan g 三 2 


で ある こと か ら 
Ps 紀 回 本 還流 E 
名 三 tan y 王 tan(9 十 の ニーー デ ラーー3 a tan の 加法 定理 
を 得る . 
りーー3 


際 才 上 の 場合 , た また ま , tan 9 ニ 1 で ある か ら , 9ー45" で ある . し 
た が っ て 求め る 直線 は , 直線 ② と 直交 する こと に な る の で , 


ea 
か ら , デー3 を 導く こと も で きる . 
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日 . 1 


1 辺 100m の 正方 形 の 広場 の 1 つの 角 O に 直立 する 高 さ が 
60m の 棒 QA が あり , 地上 10m の と ころ B か ら 上 だ け 赤 く 
塗っ て ある . いま 広場 の 1 点 P か ら 棒 の 赤い 部 分 を 見 込む 
角 を の 9 と する と き , 9 の =45" で ある よう な 広場 の 部 分 の 面積 

を 求め よ . 


[アプ ブローチ 見 込む 角 9 の 大 き さ は , 見 上 げ る 地点 か ら 棒 ま で の 距 
離 だ け で 決ま る こと を 見 抜き , 9 と この 距離 の 関係 を 式 で 表現 し よう 
と 考え ます . と ころ で , 角 と 距離 ( 長 さき) の 関係 を 定式 化す る に は , 

i ) cos の を 考え る (余弦 定理 また は ベク トル の 内 積 ) 

ii) sin の を 考え る (正弦 定理 , 三角 形 の 面積 ) 

ii) tan の を 考え る (tan の 加法 定理 ) B.218 
な どの 方 法 が あり ます が , 本 問 で は どの 方 針 が 有利 で し ょ うか . 


棒 か ら P ま で の 距離 を > と し , また 己 APO, 
ン BPO の 大 き さ を それ ぞ れ の , と お く と 


tan ーー tan が = 漠 
MO 2 


で ある か ら , tan の は , 
tan の tan( ゥ 2 一) 


_ tang 一 tan/ 
1 十 tan gtan 


60 克 一 10 友 


_ 1 十 (60 友 )・(10 友 ) 
、 六 約 0 


20 30 


we ー ア 600 


と 表せ る . 
の =45" と な る の は tan の =1 と な る と き で ある か ら , 


50z 
デキ 600 


( ァ ー20)(z 一 30) ミ 0  …. 20S ミ EzS ミ 30 
し た が っ て , の =45" と な る P の 存在 範囲 は , 左 
図 の よう な , 広場 の O を 中 心 と する 2 つの 同心 円 (4 
分 円 ) で は さま れ た 部 分 で あり , その 面積 は 
z(30* 一 20?) 
4 


三 125 (m?) 
100 


どど な る 。 
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BB. 避 
校庭 の A 地 点 か ら , 校舎 の 屋上 の C 地 点 を 見 上 げた と こ 
ろ そ の 角 は 15' で あっ た . また , A 地点 か ら 50 m 離れ た と 
ころ に B 地 点 を と り 角 度 を 測っ た と ころ , 図 の よう に 

ン HAB=75?。 ン HBA= テ 45" と な っ た . 
校舎 の 高き CH を 求め よ . 
た だ し , 6 三 2.449 
54 と まる 


PDO0O も ーー epeaP5B 


ン AHB=180" 一 (75* 十 45)=60" 
へ ABH に お いて , 正弦 定理 より , 
AH 50 


sin45”" sin60"* 
50 72 50X6 
2 
2 


また tan15"=tan(45" 一 305) 


_ tan45" 一 tan30" ミ tan の 加法 定理 
1 十 tan45"・tan 30" 


紅 
3 


1+1 ュ 3 


SE09 
3 填 /8. 40 
和 
tan15 三 状 青 で ある か ら 
cn=⑫-/3).995 


_ 100/6 一 15072 244.9 一 212.1 


3 3 
呈 10.93 
よう で 有効 数 字 が 明確 
校舎 の 高 さ は , 約 11 m. で な い の で 
10.9 m 
な ど と 答え て も 


よい 。 
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時 
正弦 ・ 余 弦 の 加法 定理 を 利用 し て , 


sin sin / 三 ー テ (cos (2 填 の ーcos(2 一 の ) 
を 導 け . 


" 柄 を 和 に な お す 公式 " 


[アプ ロー チア この 和 積 一 和 ' の 公式 は 。 た だ 暗記 し よう と する と 大 変 で 
す が , 理屈 が わか っ て し まえ ば 意外 に 簡単 で す . 
余弦 の 加法 定理 
cos(g 十 cos gcos 一 sin gsin 
cos(Zー の テ cos gcos 十 sin gcos 
の 2 式 の 差 を と る と , 
cos(e 十 の 一 cos( ヶ の テー2sin gsin 
4 り 還 (DCE 


sin @Sin / 三 ー テ (cos (z 寺 の 一 cos( ゥ 2 一) 
が 得 ら れる . 血 


選 . どど どら 

下 蓄 余弦 の 加法 定理 を 用 い 。" 和 を 積 に か える 公式 " 
文才 人 
本 2 


sinA 一 simnB 三 2cos 


を 導 け . 


RIRRARGS9 


[アプ ロー チ > 積 一 和 ' 公 式 を 導く と き に 最も 大 切な ポイ ント は , 与え 
られ た A, B を , A= ニ e 十 応 ,B= ゥ ー/ と 表す 2 数 の / を 見 つけ る こ 
と で す . 
ム A テ eg 十 。 B テ ゥ ッ ー と お く と 
AFB_。。 A デ BB 
2 fm 


| 革 沈 必 kN 
sinA=sin(2 十 )ーsin ecos 十 cos gsin 
0 
と な り , この 2 式 を 差し 引い て 
sinA 一 sinB2cos sim / 
A 士 B . A 一 B 


2coS SIn 
2 
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se 


アーcos 20*cos40*cos 80' 一 き で ある こと を 示せ . 


[プロ ー チ > cos20", cos40"。cos 80'" な ど は , その 真 の 値 を 簡単 に 知 
る こと こと は で きま せん . し か し , それ ら の 積 の 値 は 知る こと が で きる と 
いう 不思議 な 問題 で す . 一 種 の パズル と 思っ て た の し ん で 下さ い . 


アーcos 20"(cos40"cos 80") る 40" 十 80"=120" 
「 積 つ 
ーcos 20"・ テ (cos40" 二 cos 120?) る 「 横 一 和 」 
還 二 に 
万 cos 20"cos40" 一 一 cos 20 cos120* ニ 
2 4 み 

ー オ (cos 20* 十 cos 60) 一 二 cos 20* る 再び 「 積 一 和 」 
SI 
呈 線 cos 60* 三 8 邊 


へ ABC に お いて , 次 の 等 式 を 証明 せよ . 


sin 用 十 simn ど 十 sin C テ 4 cos 今 cos 愛 cos 了 テ 


180* 一 ( ぢ 十 C) より sin4ーsin( 十 C) る 4+ 及 十 C=180" を 用 い 
0 ① れ ば , 4,  C の うち 
呈 どれ か 1 つが 消せ る . 
3 sin+sinC=2sin づ こと 。o ②) 
これ に 合わ せ て , ① の 右辺 を さら に , 


sin( 十 の )=zsin ぞ と 。os と ーー ③ き 倍角 の 公式 


と 書き 直す こと に よっ て , 


左辺 =2sin 人 と (ces うう の 十 coS 富 当 


ー4sin ぞ と cos 馬 cos と ーー ④ cos テーーcos 2 CS 
(2 (の 
三 9 2 90 5 sm テ cos 2 
また は 「 和 一 積 」 の 公式 
上 si ューーcos 人 COOGO ⑤ 


④, ⑤ よ り , 左辺 = 右辺 が 示せ た . 自 
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AABC の 外 接 円 の 半径 を ア 。 内 接 円 の 半径 を ヶ と する と , 


og 
/ 三 4 忌 sin 5 Sm っ Sm うつ 


で ある こと を 示せ . 


[アブ ロー チ > 三角形 の 3 辺 と 外 接 円 の 半径 の 関係 は 正弦 定理 で 与え 
られ ます 。 内 接 円 の 半径 に つい て は , 三角 形 の 面積 を 媒介 と し て 3 辺 
の 長 さ に 関係 させ せる の が 有名 な 技法 で す . 


へ ABC の 面積 を ぐ S と し , 辺 BC, CA, 
AB の 長 さ を 2, 2,。 と と お く と, 


$= テ 6csin4 ist ① 


で ある . 
他方 , 内 接 円 の 中 心 を 3 頂点 を 結ん で 三角 
形 を 3 個 の 小三 角形 に 分 割 し て 計算 すれ ば , 


$= き ヶ (g+6+ の ) COOGOOG (《) 
で も ある . 
①, ② よ り , 
生生 
人 人 叶 表 ③ 


一 方 。 正弦 定 理 よ り , 2 三 27sin 4, 
27sin ,。 c 王 2PsinC で ある か ら 。 


' 和 つ 積 」 の 公式 計 g 十 6 十 c デ 27(sim 4 十 sin 十 sin C) 


途中 の 変形 は , ー8Acos 飼 cs 演 cs 2 @④ 
B.224 を 見 よ . 本 に 
pcsin4 テ 4Z*sin 4sin sin C 
倍角 の 公式 才 ー32P*sin っ COS ッ Sin COS Sh 2 COS う 
5 ま ⑤ 
と な る の で , ④, ⑤ を ③ へ 代入 する と 
8 は 2 
ァ 三 47Psin 2 Sm っ Sm っ 


を 得る . 申 
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BB. らら 
四角 形 ABCD で 

sin4 二 sin ぢ = テ smC 二 sm の カー … の 0 の ti (*) 

が 成り 立つ と き , この 四角 形 は どん な 四角 形 か . 


| アプ ロー チア 4 玉 十 C 填 =360" を どう 使う か . 


sin 用 十 sin ぢ 2sin ーー COS ーー ンジ  「 生 積 」 の 公式 
sin C 十 sin カテ 2sin つう COS っ 証 「 和 一 積 」 の 公式 
ー2sin ーー < sin(180" 一 の =sin 9 


で ある か ら , (*) は 
| 。 人 ーー で の 
2 2 2 
と 同値 で も ある. さら に この 左辺 の 第 2 因子 の 符号 を 
変え た た も の は , 
2 ーー( と ニー の) 


Sin 0) 


る 「 生 積 」 の 公式 


8 拓 の ー 人 9+ が ) (キー( づ + C) 


=zsin( づこ と -9")sm( ーー の 


- 和 用 二 C 用 二 の 
2coS 2 CO5S 一 っ 


と 変形 で きる の で , 結局 (*) は 


ュー0 また は ii) cos 


-9") < 4+ 上 C+ の ニ 360* 


O 


i ) sin ンー0 
また は ) cos トーー0 
四角 形 の 任意 の 2 角 の 和 は 0" より 大 。 360" より 
小 で ある か ら , i ) は 不可 能 で あり , ii), 質 ) が 成 
立 す る の は それ ぞ れ 
ii) 4+C=180* 近 ) 4+ カ =180 
の と き で ある 。. 
ii ) は 。 四角 形 ABCD が 円 に 内 接する と き 
般 ) は 。 四 角形 ABCD が AB/DC の と き 
で ある . よっ て , 四角 形 は 
円 に 内 接する 四角 形 , また は , 台形 (AB/DC). 
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B. ら どら フ 


AABC に お いて 。 
cos*4 十 cos? 十 cos*C テ 1 ……… ① 
が 成立 する の は , 三角 形 が どん な 形 の と きか . 


余弦 定理 を 用 いて , ① を 辺 Z。2,。c の み の 式 に 書き 直し 
て も 解け る は ず で す が , か な り 複 雑 な 式 に な り そ う で すね . 
ここ とこ では, 倍角 公式 と 。 4 及 十 C=180" を 用 いて , 式 を 変形 し ま 
| 肝 選 め 5 
倍角 の 公式 より , 


「cos?。sin2 を 匠 cos?4 ニ で OS る ーー 0 co で os 
見 た ら 倍 角 」 は 
定石 で ある . 5 あり 間 ま 2755 
C= テ 180" 一 (4 十 ) 
で ある か ら , 
cos(180" 一 の) 邊 cos*C テ cos*(4 十 ) 


= デーcos の 9 となり, これら を ① に 代入 する と 
テ (cos 24 十 cos 2 ぢ ) 十 cos*(4 十 万 )=0 


3 の 
左辺 の 和 を 積 の 形 に 直す と , 
cos(4 十 万 )cos(4ー ぢ ) 十 cos*(4 十 万 ) テ 0 
{ )} の 中 を 加法 … cos(4 二 ぢ ){cos(4ー ぢ ) 十 cos(4 十 )}=0 
定理 で 展開 . ま … cos(4 十 )cos 4 cos ぢ テ 0 
た は 「 和 O 積 」 すなわち 


の 公式 cos 4 cos cos C テ 0 
とら 六 の IONG51 ニ 20 の 5 ら 
クー テ 90" また は どど = テ 90" また は C= テ 90* 
と な る の で , 三角 形 は 
直角 三角 形 
で ある . 
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有形 ABC に お いて ,。 有 ン A テ 60" で ある と する 。 
(1) sin ぢ 十 sinC の と りう る 値 の 範囲 を 求め よ . 
(2) sim ぢ simC の と りう る 値 の 範囲 を 求め よ . 


| アプ ロー チ > < 和 <ーー 積 > の 公式 が 活躍 する と ころ で す . 
(1 ) 4=60'" より , 十 C=120" で ある の で 
りら 加 選 の 注 旧 りら) の 

2 Cos 一 ぅ 


ー ソ 3 cos デー ン 


sm 十 sin C テ 2sin 


三 60&<S 


ーーー<60* で ある の で , テ く cs デー と ェ 
よっ て , sim 刀 十 simC の と りう る 値 の 範囲 は 。 
73 


っ mg 十 sin C ミ /3 


で ある ( テ の 値 の 範囲 


025SmigaiiC ー テ (cos( ぢ + の ーcos( ぢ ー6)) 
な り 信 蛋 
二 あ cos( ぢ どーO) 十 4 
ー120" く ーC<120* より 。 ー テ く cos( ぢ ー Os1. 
し た が っ て , sin 太 simC の と りう る 値 の 範囲 は 。 


0<sin sin C= テ 
と な る 。. 


(ガーC の 値 の 範囲 ) 


[ 注 ] この よう に 解く ほか , お 上 C=120" と いう 関係 を 用 いて C を 消 
去 し , 
(1) sim 十 sin(120" 一 戸 ) ニ … 


ー す sin おそ デーcos お [この 後 は 。 いわ ゆる 合成 ] 


(2) sim 刀 sin(120" 一 戸 ) テ ニー 


MI 


この 後 は 倍角 公式 で 
ーー っ Sm ど cos ぢ + テ sin た 


次 数 を 下げ て , 合成 
の と りう る 値 の 範囲 を 求め る , と いう 方 針 の 解法 も ある . 


と っ 】 
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座標 平面 上 に 原点 O を 中 心 と する 半径 1 の 円 C」 と 半径 2 


の 円 C。 が ある . 2 点 P, Q が それ ぞ れ 点 A(1, 0), B( 一 2, 0) 

を 同時 に 出発 し て 同じ 速度 で C」,。 C。 上 を 正 の 向き に 動く と 

する . 

(1) 動 径 OP。OQ が ある 時 刻ま で に 回 転 し た 角 の 大 き さ を 
それ ぞ れ og,。 2 と する と き , と / の 関係 を 求め よ . 

(2) 点 P が C」 上 を 一 周 す る 間 に , へ OPQ が 二 等 辺 三 角形 
に な る と き の P。 Q の 座標 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (1) 弧 の 長 さ は , 半径 と 中 心 角 に 比例 し ます . (2) で は , 
点 P, Q の 座標 を 三角 関数 で 表示 し ます . また , PQ ニ 1 と な る の 
は ,。 0, P, Q が 一 直線 上 に 並ぶ と き で ある こと に 注意 し まし ょ う . 

(1 ) AP=BQ で ある か ら , 中 心 角 は 半径 
の 長 さ に 反比例 する の で , g 三 27. 


( 2 ) OP=1, 0Q= ニ 2 で ある か ら , へ OPQ が 二 等 


辺 三角 形 と な る の は 、PQ ニ 2 の と き . 
/ 8 点 P。 Q の 座標 は , P(cos Z, sin@), 
Q(2cos(180"+ す の, 2sim(180" 二 の の) で ある か ら , 


IE/ PQ*ー(cos g 十 2cos の * 十 (sin g 十 2sin )* 
5 十 4(cos ecos / 十 sin gsin /) 


ーー5 十 4cos( ゥ 一 ) 
eg 三 2 PQ* 王 4 で ある か ら 
PQ* 三 5 十 4 cos 2 三 4 
2 近 才 3 
coSs / 三 の 2coS ガー 
0* ミ z ミ 360" より 0 ミミ 180" で あり , 
y15 96 -2smg=- う 5 


Sin ia 


倍角 の 公式 と sing 王 sin 2/ 王 2・ 5.(- 


りー 


COS @ 三 COS 29 王 6 16「 1 


EE) 


GSG P( 
を 得る . 
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回 キー・ ワ ー ド (基礎 理論 入 ) 
指数 数 と 計数 数 | 
ヵ が 整数 の と き | 


ーー 案 乗 根 


|y の 定義 
トレ ーー ラダ の 計算 公式 
| | 指数 の 拡張 | 有理 数 指数 の 累乗 
無理 数 指数 の 意味 

指数 法則 

| | 指数 関数 グラ フ 底値 城 
増減 と 底 

| | 対数 の 定義 真 数 , 底 
対数 の 基本 公式 
底 の 変換 
常用 対数 
きま 

ーー | 対数 関 数 | 指数 関数 の 逆数 | 
グラ フ | 変 域 。 値 域 
増減 と 底 
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AA. 累乗 と 指数 法則 | 


IT. 案 乗 と 指数 
「 積 を 表す 記号 'X” は 省 い て 。 た と えば 
@X り ※ と は の C 
と 書く 」 と いう 文字 式 の 規約 は 中 学 で 学ん だ . この 便利 な 記号 
も , 積 の 中 に 同じ 文字 が 何 回 も 現れ る 累乗 の 場面 で は , 必ず し 
も 便利 と は いえ な い . 実際 
ん 2727277727772/// と 777777772/77/74 

を 一 目 で 区 別 す る こと は 難し い . この 困難 を 打開 する た め に 
開発 さん た の が , 指数 で ある . すなわち 


[定義 ] を 与え られ た 自然 数 と する と き , zz 個 の Z の 積 


を 。 の ” と 表し ,。 zz を その 指数 , 2 


IN 4226226 王 の 。 ZZ ター アァ リ 
2* 指数 を 用 いた 表現 Z" に お いて , 上 の 定義 の よう に , が 自然 
数 ( 正 の 整数 ) で も ちる と き は , 4 は 単なる 文字 で あっ て も , 数 を 表 
し て いて も よい 。 
2 三 2X2X2xX2※X2 三 32 
(3)* 三 (一 3)x( 一 3) x( 一 3)x(3)= テ 81 
(z 十 "=ー(Z 二 の ( 々 の ( オ 2) 
3?* 現代 の 社会 で は , 十進法 を 用 いて 数 を 表し て いる の で , 数 を 表 
す 単 位 は , 日 常 生 活 の それ も , 科学 の それ も 10" に 対応 し て いる . 


百 …… 10* 
千 …… 10 キロ 。 …… 10 
万 …… 10* メガ ー …… 105 
億 …… 108 ギガ  …… 109 
兆 …… 105 テラ  …… 105 
TI. 指数 法則 
7 だ 2 と 8 
の XX の 


を 計算 する に は , 定義 に 戻っ て や れ ば よい . すなわち 


$3 A 篇 (基礎 理論 725 
(2X2X2X2X6)X (2X2X6X2X@ ズ 6 の ) 
5 個 7 個 


に 提 半 ノル 2 者 / 少 。/ 少 。 才 / 消 。 衝 / 少 。 才 / 少 < 者 / 少 。/ 少 。 ず / 作 。 ず / 少 。/ 少 。// 
12 個 


で ある か ら , 

の ※X の = テ ゥ co“ 
と な る . と ころ で この 計算 を 反省 し て みる と , 実際 に や っ て い 
る の は , 

5 十 7 ニ 12 
と いう 計算 に 過ぎ な いこ と が わか る . これ を 一 般 化 し て , 次 の 
指数 法則 が 導 か れる . 


[定理 ] 久 。 ヵ を 自然 数 と する と き 指数 法則 


(1) g7 xx 7 ーー 277 
(2) (の 40) 


1" (2 は (1) の 特別 の 場合 の 応用 に すぎ な いと も いえ る . 実際 。 (1) を 
( 也 め 2 の iG⑥ だ と ど え ば 
(7 を の X の ー の パーg5 
と 計算 で きる . し か し , (2) を 利用 すれ ば , 
(の)*ー 2ー の 5 


の よう に , も っ と 簡単 で ある . 


積 の 交換 可能 性 29 王 2 を 利用 すれ ば , 次 の 指数 法則 も 得 
られ る . 


[定理 ] z を 自然 数 と する と き 指数 法則 
(3) (2 の 7 の の 7 


貞 (2 の "=(2 の )(2 の )(22) 
(2)(25 の ) ニ だ 
2" 上 の 公式 (1), (2 (3) は 組み 合わ せ て 用 いる こと が 多い . 
(223 の =524(236( の 3 主 ee (3) よ り 
028 の に lill (② よ り 
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割り 算 は , 掛け 算 の 逆 演算 で ある か ら 。, 指数 法則 の 割り 算 版 
を 作る こと が で きる . た と えば 
の ヴー の 
は , 


価 / あ 。 才 ノル 。 和 ノル < 者 / 少 者 / 少 。/ 少 。/ 少 。 才 // )( 6X ZZX6X6 ) 王 6 ベ XX の 
8 個 5 個 


より 。 


の テー の ー の 


と 計算 で きる . これ を 一 般 化 すれ ば 


[定理 ] 7 z を 自然 数 と する と き 指数 法則 
(の 7222 の と き 
1 72 王 2 の と き 


(0 計 の ca の = 


72 く 77 の と き 


2” この 法則 に お いて , 2 が 数 を 表す と 考え る と き に は , を g キ 0 
と 限定 する 必要 が ある . 


臣 . 0 や 負 の 整数 の 指数 
以上 の 指数 法則 (1), (2 (3, (1) の 中 で , (1) だ けが 他 の も の 
と 比べ , ひど く 燃 雑 で ある . この 類 雑 さ は , 指数 表現 Z" を , 7 
が 0 以下 の 整数 に まで 拡張 する と 解消 で きる . 


0 乗 の 定義 


[定義 ] 


負 の 指数 の 
定義 


2* 


$3 A 篇 (基礎 理論 
@" (7 は 0 以下 の 整数 ) に お いて , Z が 数 を 表す と 考え る と き 


7 タ Z 


に は , に, 2 の キ 0 と いう 限定 を つけ る . た だ し , 0" は 1 と 考え る 


こと が 多い . 
3* 


の よう に 単純 化 さ れる . 


[定理 ] %。 ヵ を 自然 数 と する と き 


1) 


の "の ーー 


7 一 7 


これ ら の 定義 の 下 で , 前 ペー ジ の [定理 ] (指数 法則 (1) は , 次 


さら に , 上 の 指数 法則 に つけ られ て いた 『w。 z ・ 自然 数 " 
と いう 制限 を “2。 z: 整数 ” と 緩め る こと が で きる 。. 


クー ニニ 


2 


の メ @ の 「ー の - 
の て の "ーー の 
(の 7-3 ニ g9 
(2 の ~ テ の 6"* 
が 


数 学 A で 学ん だ 等 差 数 列 と 等 比 数 列 を 考え れ ば , 本 節 の 初め に 


与え た 定義 は , ご く 自 然 で ある . すなわち 


等 差 数 列 ・ 
等 比 数 列 : 


等 差 数 列 : 
等 比 数 列 : 


1 


の 


土 1 


2 


BN 
の 


ン ゃ 


Xa 


っ aa50 之 622 


どど ヽ ど 
ー ジ 。 ーー 


0, 


1 
@ 


プ 


土 1 


E72 


QOCOC } の 項 の 間 に 


適当 な 項 を 補 な っ て 全体 を 等 差 数 列 に する こと が で きる . た と え 


5” さら に , 等 差 数 列 {… 
ば 
| 0 に ー3, 
で ある . 
| LA と ろ 有 


に 


1 


= 記 
この 等 差 数 列 の 補間 に 対応 し て , 等 比 数 列 


OS SS 9 eidies ] 


うぅ の ? り 議 の 
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の 補間 が で きる よう に , 2 や の ぅ な ど を 定義 で き な い だ ろう か ? 
それ に 答え る の が 次 節 で ある . 


AA⑧. 避 累 乗 根上 


I. 累乗 根 の 定義 

Z を 与え られ た 数 と する と き , 2 乗 し て 。 と な る 数 が 4 の 平 
方 根 (2 乗 根 ) で も あっ た . た と えば , 9 の 平方 根 は 3。 一 3 の 2 
数 で あり , 10 の 平方 根 は Y10, 一 710 の 2 数 で ある . 

2 を 任意 の 自然 数 と する と き ,。 与え られ た 数 z 々 の ヶ ヵ z 乗 根 は 
次 の よう に 定義 され る 。. 


[定義 ] ヵ を 正 の 整数 と する と き ,。 ヵ 乗 し て と | “ 秋 根 
な る 数 を 2 の z 乗 根 と いう . 
1” 2 乗 根 の こと を 平方 根 , 3 乗 根 の こと を 立方 根 と も よぶ . いろ 
いろ な 7 に つい て の 乗 根 を まとめ て 累乗 根 と いう . 
の 。 16 の 4 乗 根 を 求め る に は , 
の 16 
"ーー16 テ 0 
と な る yr を 求め れ ば よい . 
?*ー16 三 ( ァ “ー4)(z? 十 4) 
ー( ァ ー2)(z 十 2)(z* 十 4) 
より , 16 の 4 乗 根 は 。 2, 一 2 の 2 数 で ある . 
注意 "これ は , あく まで 実数 の 世界 の 話 で ある . 数 学 B で 学ぶ 複 
素数 の 範囲 まで 拡げ れ ば , 16 の 4 乗 根 は 。 2。 一 2。27,。 一 27 
の 4 つ で ある 。. 
8 ー27 の 3 乗 根 を 求め る に は , 
ダーー27 
* 二 27 三 0 
と な る を 求め れ ば よい . 
2" 十 27 三 (> 十 3)(z*ー3z 十 9) 
より , 一 27 の 3 乗 根 は 一 3 ひと つ で ある . 
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庄 意 | 複素 数 の 範囲 に は 。 さら に 2 つの 根 まり が ある 。. 


4" 上 の 例 1, 例 2 が 暗示 する よう に ,。 2 キ 0 な ら ば , の z 乗 根 は 
複素 数 の 範囲 で は 個 存在 する が , 数 学 II で 問題 と する の は 実数 
の 範囲 に ある も の だ け で ある 。. 


L. 実数 の 範囲 で の z 乗 根 
実数 々 の z 乗 根 の 個数 は , 実数 の 範囲 で は z が 偶数 で ある 
か , 奇数 で ある か で 決ま る . 


[定義 ] [IT] ヵ が 偶数 の と き : 
(1) 2>0 な ら ば , 4 の z 乗 根 は 2 つ あ り , 符号 が 異な る . 
この 正 の 方 を ダ 2 で 表す . し た が っ て ,。 他方 は 2 で 
ある . 
(2) 2 く 0 な ら ば , の ヶ 乗 根 は 実数 の 範囲 に 存在 し な い . 
[T] ヵ が 奇数 の と き : 
Z の 符号 に 関係 な く , 4 の 実数 の ヵ 乗 根 は た だ 1 つ あ 
り , と 同じ 符号 を も つ 。 そ れ を 2 で 表す . 


実数 の z 乗 根 の 個数 と ダ の 定義 


1" g 三 0 の と き , 0 の z 乗 根 は , ヶ の 偶 奇 に 依ら ず 0 だ け で ある . 
すなわち 
ダ 0 =0 
28 ダ 16 王 2, 9 =y3 
27 三 3, ダー27 三 ー3 
1000=10, ダー1000 テ ー10 
3* 正 数 の ヵ 乗 根 
g を 正 数 と すれ ば ,。 z が 偶数 で あっ て も 奇数 で あっ て も ,。 次 の 
関係 が 成り 立つ . 
ァ ー ダ 2 を 7ーZ か つ ァ >0 
とう ァ は Z の 正 の z 乗 根 


皿 . 正 の ヵ 乗 根 の 性 質 
一 般 の 記号 を 含む 式 の 計算 に つい て , 次 の 等 式 が 成り 
立つ ただし, 2,。 5 は 正 数 で 。 。 z は 正 の 整数 で ある . 


73 の 3$3 指数 関数 ・ 対 数 関数 


z 乗 根 の 
計算 公式 


9Z-95 =925 
CC @ 


72 V6 
9 の ニー()" 
72 ー ツ yo 


1” 1) の 前 半 を 証明 する の に は , 左辺 を > ヶ と お き , これ が 右辺 。 す 
な わ ち g〉 ヵ の 正 の z 乗 根 で ある こと を 示す . すなわち 
ァ ー テ ダ Z・ ダ か に ① 
な ら ば 
ウレ ーー クイ の 7 た 5 ウリ) まり ジン (0 論 ま 。 上 2 ②) 
で ある こと を 示せ ば よい . まず , 2, 2 が 正 の と き 
ダ 2 >0, ダ の >0 で ある か ら ァ >0. 
一 方 の に より 
ァ "ー( ツ 2 )"X( ヵ )"ーZX の 5 王 6 の 
これ で ② が 示せ た . 
(2 (3) に つい て も 同様 で ある . 
2* 公式 (1) を 利用 し て , 『 の 中 に 2Z" の 形 の 因数 が 見 つか れ ば Z 
を 外 に くく り 出 すこ と が で きる . た だ し >0 と する . 
すなわち , 4, 2 が 正 数 の と き 


Pt 9 の の ニー225 。。 。 。 : 因数 の くく り 由 し 


IV. z 乗 根 の 大 小 
正 数 々 を 大 きく する と 2 の 値 も 大 きく な る . すなわち 


[定理 ] 0 く 2< く 2 な ら ば ぱ , 任意 の 自然 数 ヵ に 対 
| 陽 @ 


z 乗 根 
の 大 小 


る く ダ か 


1" と くに , z を 自然 数 と する と き 

が aka ュー ll 王 肖 270 
0<g く 1 一 全 2 く 1 

2" 上 の 定理 は , 関数 ヵ ニ > が ァ >0 
の 範囲 で 増加 関数 で ある こと を 意味 し て 
いる . 
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人 AA.8 指数 の 拡張 M 


この 節 で は , 以下 , 2 を 正 の 定数 に 限定 し て 話 を 進め る . 
I. [定義 ] 指数 が 有理 数 の 累乗 
2。 7 を 自然 数 と する と き , gz は 


2 ター( ダ 9Z )” な ① 
まだ は 

2 が 95 100 ①/ 
に より 定義 され る . また , の ヵ は 

/ 仁 ー ーー WZ 活 ーー の ② 
に より 定義 され る . 


1* ①, ①' の 右辺 は 等 し い の で , どちら を 定義 に 使っ て も 差し つか 
えな い . 
2" ①, に よ ょ より? の 昌 乗 (一 般 累乗 ) Z7 に お ける 指数 > が 正負 の 
有理 数 の 場合 が 定義 され た こと に な る . 
すでに , ァ y テ 0 に 対し て 〆= テ "は 1 と 定義 され て いる の で , 
必 有 NE5G 
の (> ひ ) 
の 定義 が 完了 し た こと に な る . 〇 は, 有理 数 全体 の 集合 で ある . 


3" た と えば , 志す で ある か ら 。 2 と 計 と は 。 等 し いこ と が 


期待 きれ る (も し , そう な っ て いな いと する と , 有理 数 の 指数 を 
用 いる 指数 法則 の 応用 が で き な い こと に な る ). これ は 実際 そう 
な っ て いる . 一 般 に 。 z。 か カ を 自然 数 と する と き , 

の 秒 王 の る の ゆー の 


が 証明 され る か ら で あ る 。. 
LTS4 Cg” C.8 


4” ①, ② の 定義 に よれ ば , 任意 の 有理 数 > に 対し て >0 で あ 
る . (も ちろ ん Z を 正 数 と 仮定 し て いる .) 
5? 等 差 数 列 {一 2。 一 1, 0。 1, 2} に 4 つの 項 を 補 な っ て 等 差 数 列 を 


: 9 1 3 | 
保つ に は | 2 BOSS 2 
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と する ほか な い . 同様 に 等 比 数 列 | あつ 。 1。 の の] に 4 つの 項 
を 補 な っ て 等 比 数 列 を 保つ に は 


員 1 1 1 2 
] あ の の の * 7 の 呈 Y2, の > ZY の 。 
と する し か な い .。 上 の よう に 指数 を 拡張 し て お く と , ここ で 補 な 


われ た 4 つの 項 ど うし の 対応 も 含め て , 2 つの 数 列 の 各 項 が 対応 
語っ 


久 23 の の ea ま 2 

I 
mL に 
了 の の > 渦 8 山 陳 国 WW の 23 王族 人 2 の 語 の 


TI. 指数 法則 
マ , 2 を 任意 の 有理 数 と し て 次 の 指数 法則 が 成り 立つ . 


指数 法則 


1* 


いい か えれ ば , この 指数 法則 が 成り 立つ よう に , の (zー 〇 ) の 
定義 を 行っ た の で ある . 

2" 有理 数 の 範囲 で の 指数 法則 の 証明 は 理論 的 に 重要 で ある が , 教 
科 書 で は 正面 か ら 取 り 組 ん で いな い . 余力 の ある 読者 は 本 書 C 篇 
に つい て 理解 し て ほし い . 


LISAG EC.9 


3” 次 の 等 式 も 指数 法則 に 含め る こと が ある . 
の ー の ーg デ ツー ( ァ ,。 ヶ ひ ) 


これ は , 基本 的 な 指数 法則 ① と 


と か ら 従 う . 
4" さら に ,。 の, ち を 正 数 と し て 成り 立つ 次 の 等 式 も 指数 法則 に 含め 
る こと が ある . 


( の 22502 請 館 委 の 月 ニニ he ③ 
語 上 半 ee 
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皿 . 無理 数 の 指数 


正 数 々 に 対し て は , 指数 > が 無理 数 の と きも * の 意味 が 定 
め ら れる . た と えば , 2 =1.4142…… だ か ら 
の の の の 1 
を 考え る と , これ ら の 値 は 次 第 に 一 定 の 数 に 近づい て い ぃ いく. そ 
の 数 を の ? と 定め る の で ある . 
この よう に し て , ヶ が 無理 数 で ある と き の の * の 値 を 定義 す 


る と 指 数 法則 


が , ヶ , ヶ を 任意 の 実数 と し て その ま ま 成 り 立つ 。 


AA⑧.4! 指数 関数 | 


1 此 


定 義 


[定義 ] 2 を 1 で な い 正 の 定数 と する と き 指数 関数 
= 


で 表 さ れる 関数 を , 2 を 底 と する 指数 関数 
と いう .。 


1? 2< く 0 と し て も , の 〆, の な どの 意味 は 明らか で ある が , (が 。 
ヶ は 自然 数 ) の 意味 は 明確 で な い . た と えば , (一 4》 を 考え よう 
と し て (4#ー(/ 二 4)? と する と , 実数 で な く な り 。 一 方, 

(一 4)# 一 (一 4)%ー 人 一 2" と 考え る と 8 に な っ て し まう . 
また , 1 を 底 と する “指数 関数 ” は 定数 関数 に な っ て し まう . 
Gys2 の 
指数 関数 の 底 は 。 | 指数 関数 の 記 
g ジ 0。 キ 1 H 


に 限る の で ある 。 
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2” 指数 関数 の 定義 域 は 実数 全体 で ある . 
指数 関数 7/(z)= ニ "(2>0, 2 キ 1) の 値 域 は {|l ぁ ヶ >0}))。 すなわち 。, 
正 数 全体 で ある . さら に , 
g>1 な ら ば , の は 増加 関数 で あり 
0 く < く 2 く 1 な ら ば , の 〆 は 減少 関数 で ある . 


また , 指数 関数 y ヵ ニ 2" の グラ フ は 
g>1 な ら ば , ヶ > 軸 の 負 の 方 で x 軸 に 河 近 し , 
0 く <2 く 1 な ら ば , ヶ y 軸 の 正 の 方 で ヶ 軸 に 滞 近 し て いる . 


3* ッ ー〆 の グラ フ を ヶ 軸 に 関し 対称 移動 すれ ば ぼ , y ニ (一 ) の 
グラ フ に な る . 


AS.⑤ 対 数 


2>0, 2 キ 1 と する と , 指数 関数 7/(>)〆 の 値 域 は 正 数 全 
体 で あり ,。 また と 1 と の 大 小 に 応じ て , 増加 関数 ある い は 減少 
関数 で ある . し た が っ て , (グラ フ を な が め て ) 次 の こと が わか 
る . すなわち , 任意 の 正 数 Y に 対し て 


と な る 実数 の が た だ 1 つ 存 在 する . 
e>1 の と き 


0 く g く 1 の と き 
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[定義 ] 上 の ヵ を log。W で 表し , og を 底 と する / の 対数 と い 
う 。 す な わ ち 


[定義 ] ヵ 一 log。W を - つ 〆 ダ = 対数 の 定義 
25 滑 議 2 ジ 0)5727 ニ = 


1 2? 王 8 だ か ら logs8 三 3 : 10~ー0.1 だ か ら 
logio0.1 テ ー1 
の テ 6 だ か ら log。g 三 1 2? テ 1 だ か ら log。1=0 
2”" 〆 テ / か ら ヵ ーlog。W で ある が , これ を 代入 する と 
の の ge 一 
が つね に だ 成り 立つ こと が わか る . 
3” ]ogzW に お いて 。 パ を 上 真 数 と いう . 
対数 logzW は パ >0, Z>0, 2? キ 1 の と き に の み 意 味 を も つ . 
4 logiyW の こと を W の 常用 対数 と いい , 前 後 関係 か ら 誤解 を 
さけ 得る と き に は 底 10 を 省 い て og と 書く こと も ある 。 
5* 以下 本 書 で は , 1og。 と いう 記号 を 書け ば , 特に 断 わ ら な く て 
も , g>0, 2 キ 1 と 了解 する . 


I. 対数 の 公式 


[定理 ] >, ヶ を 任意 の 正 数 , 7 を 任意 の 実数 対数 法則 
(29 の 
(1) 1og。(zz) テ log。z 十 log。y 


log。 テ ーlog ー]og。 ヶ 


(2) logzz7ー1og。z 


1” 対数 法則 は 指数 法則 の 別表 現 で ある . 実際 , 

証明 : logzz 三 カ logzy 王 の と お け ば , 対数 の 定義 か ら 
の 2 王 ア 22 の 

よっ て , 指数 法則 より 
の み ー の 0577ー の 

そこ で , 対数 の 定義 か ら , 
log。(zy) カ 二 2 王 log。x 十 log。g 

ii) に つい て も 同様 . 


の +9 


736 3$3 指数 関数 ・ 対 数 関数 
また , (2) に つい て は 指数 法則 より 


2ー(4 の 0)Eー の 8 
そこ で , 対数 の 定義 か ら 
log。r” 三 7 カー721og。Z 帳 
2" 上 の 公式 を 具体 的 な 場面 で 適用 する に 当たっ て は , 真 数 >, ヶ 
が 正 で ある と の 条件 に 格別 の 注意 を は ら う 必要 が ある . 
7 は 5 
1og。x“ 王 21og。z 
は , *>0 な ら ば 当然 成り 立つ が , > く 0 で は 右辺 の 真 数 が 負 と な 
り 等 式 は 成立 し な い . 
3? 公式 (1) の ii) また は (2) の 特別 の 場合 と し て , > を 任意 の 正 数 と 
する と き 


1 ーー 
]og。 5 ]og。z 


TI. 底 の 変換 公式 


[定理 ] 任意 の 正 数 に 対し て 
logzV 


logzVー 2 
た だ し , 2 の は いずれ も 1 で な い 正 数 で ある . 


Il g 三 Y 3 , の 三 3 と する と , logsW 三 21ogsV 

2 底 の 異な っ た 対数 が 入り まじ っ て いる 問題 を 解く と き に は , こ 
の 公式 を 用 い , 底 を そろ える の が 定石 で ある . SB.305 な ど 

3” 証明 は Sg"B.303 

4" 上 の 公式 で 。 パニ ヵ と お < く と, 次 の 公式 が 得 ら れる . 


]og。/ 王 1ogsg 
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皿 . 対数 の 大 小 と 真 数 の 大 小 


| (2) g>1 "なら ば ぱ 。logzP<logzO と うつ 0 くど < の 
0 く Z く 1 な ら ば , logP く 16g。9 で う '0 く 0 の < ア 


1′ 上 の 事実 は , 指数 関数 の 増加 ・ 減 少 に 関す る 性 質 と 対数 の 定義 
か ら み ちび か れる . 

2” この 性質 に より , 数 の 大 小 を 比べ る の に 対数 を 取っ て 比較 し て 
も よい こと が わか る . な お , 等 比 的 に 変化 する 巨大 な 数 や , 微小 
な 数 の 概算 や 変化 の 速 さ は , 対数 を 取っ て 調べ た 方 が 扱い や すい . 
実用 面 で は ,。 数 を 表現 する の に 十進法 を 基 に し て いる の で , 対数 
と し て も , 10 を 底 と する 対数 (常用 対数 ) を 利用 する こと が 多い . 

3* 常用 対数 の 指標 と 仮数 

を 正 数 と する と き , の 常用 対数 log> の 整数 部 分 を 指標, 
小数 部 分 を 仮数 と いう : 


常用 対数 = 指標 十 仮 数 。 。 。  ……… 6W 
た だ し , 0 く ヶ く 1 で logz が 負 と な る と きも 考え る に は 

指標 logz を 超え な い 最 大 の 整数 。 。  …… @) 
と 表現 する 方 が 正確 で ある . 


log2 三 0.30103……・ より 
log2000=log(2X109= テ 3 填 0.30103…… 
し た が っ て , log2000 の 指標 は 3, 仮数 は 0.30103…… で ある . 
ES 


log0.002 ニ lg Iog(2 X10) 


デー3 十 0.30103…… 
し た が っ て log0.002 の 指標 は 一 3 で 仮数 は 0.30103…… で あ 
る . (log0.002 ニ ー2.6989…… で ある か ら と いっ て 指標 が 一 2 で 
ある と し て は 間違い . ) 
4” 正 数 > の 常用 対数 の 指標 が 自然 数 ヶ 々 で ある と する と 

2 公 log ァ ぐ く 2z 十 1 
を 意味 する . これ は 

HU も rc<IIUMGS 
と 書き な お すこ と が で きる . すなわち , 真 数 > の 整数 部 分 は 
Z 十 1 桁 で ある . 
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ム 8. 対数 関数 上 


g を 1 で な い 正 の 実数 と する . この と き 
ヶ 三 log。z ( ァ >0) 
で 表 さ れる 関数 を , 2 を 底 と する 対数 関数 と いう . 


1" “ ヵ ーlog。z を - つ * テ の 〆"” で ある . この 関係 を “対数 関数 log。z 
と 指数 関数 2" と は , た が い C 逆 関数 で あわ る" と いう . 
し た が っ て , ヶ テ log の グラ フ は の の グラ フ を 2ー ァ 
に 関し て 対称 移動 し た も の で ある . 


9 王 log 6 
っ ( 0<g く 1 


2*" 対数 関数 7/(z) ニ logzz に お いて は 
げ (1)=log。1= ニ 0,。 また , が (2)logz21 
3 対数 関数 7/(x) ニ logzz の 定義 域 は 正 数 全体 の 集合 zlz>0) 
で あり , 値 域 は 実数 全体 の 集合 で ある . さら に , 
g>1 な ら ば log。x は 増加 関数 で あり , 
0 く Z く 1 な ら ば log。z は 減少 関数 で ある . 
また , ヶ 三 logz* の グラ フ は , 座標 が 正 の 方 か ら 0 に 近づく に 


つれ 


g>1 な ら ば ? 軸 の 負 の 部 分 に 河 近 し , 
0 く 2 く 1 な ら ば ? ヵ 軸 の 正 の 部 分 に 洒 近 する . 


3 呈 お: わり ニー ニー 


73 み 


eos 
指数 法則 と 加法 定理 
指数 法則 
の ター の" の 7 
と 加法 定理 


| sin(e 十 の sin ecos が 十 cos osin / 
cos(e 十 ) 三 cos gcos 2 一 sin sin / 


と は ,。 一 見 , 何 の 関係 ね あり そう に 見 えま せん . 
と ころ で , 両者 を 統一 する 理論 だ が あり ます . 厳密 な 議論 は , 
大 学 まで 待っ て も ら わ な けれ ば な り ま せん が , 


e『 三 cos の 十 sin の 


と いう 不思議 な “公式” と , 虚数 単位 7 を 含む 複素 数 の 計算 
( g 有 数 学 B) さ え , 承認 し て も ら え れ ば , 直感 的 な 納得 は 簡 


単 で す . 
すなわち 
e“ 三 cos g 十 2sin の 
e"ーcos / 十 2sin 
の 積 が , 


e パ の 三 cos(2 十 の 十 2sin(Z 填 め 


に 等 し いと いう .「 指数 法則 」 を 計算 する と , 「 加 法定 理 」 の 
式 が 出 て くる の で す . や っ て みて 下さ い . 
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(1) logis/2, (10 )"W"2 の 値 を 求め よ . 
(2) logi。2 テ 0.3010。 1ogi。3 テ 0.4771 と し て , logi。125, 
logo?0.2 の 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (2) で は, 125, 0.2 を , 2。 3, 10 の 積 と 商 と いう 形 に 表し 
ま 的 齋 
(1) logis/2 ニ ァ と お け ぱ , 
対数 の 定義 。 際 16?ー ツ の 
そし て ,。16*=(29*ー2“。 /2ー23 だ か ら 
2 季 ー23 
4zー テ < ァ ーlogsY ヲ ーー エ 
(/10 )me2 王 タ と お いて , 両辺 の 対数 ( 底 は 10) を 
と る と , 
log。4" ニ log。4 革 ]ogi。 ヶ 三 logio2・]ogio 10 


ーlogo2・ogio10* 
ー ヶ log2ーlogY2 
7 地 (Q0DPS2 三 / の 2 
二 計 之 タリ 
(2) 125=9=( 坊 より 


]ogio125 三 3(]ogi。10 一 1ogo2) 
3(1 一 0.3010) 
三 2.0970 


ダフ ーg 夢 logno 902 ニ き log 0.2 


oy 、 
3 Ogio 10 


ー (1ogi。2 一 1) 


ー き (0.3010-1) 
ーー0.2330 


[ 注 ] (で (/10)eme 王 103Cmt2 一 10"mieV テ 
で ある か ら , B.303 (1)⑦ を 用 いれ ば 結果 Y2 が 得 ら れる . 
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(1) 2 は 何 桁 の 数 か . 

(2) 0.00125"? は 小数 第 何 位 に 初め て 0 で な い 数 字 が 現れ る 
か . 

(3) 2Z の 最初 の 数 字 (首位 の 数 字 ) は 4 で ある こと を 示せ . 

た だ し , logio2= テ 0.30103 と し て 計算 せよ . 


| アプローチ > 正 数 > の 整数 部 分 が ヵ 桁 と いう こと は ,。10"*「 ミ ァ く 107 

が 成立 する と いう こと , これ に 対し , ヵ の 小数 第 才 位 に 初め て 0 で な 
い ぃ 数字 が 現れ る と いう こと は ,。10~-“” ミ ッ く 10-"! が 成立 する と いう こ 
69 中 


(1 ) logio22=221ogi。2 三 22 X0.30103 
三 6.62260 "or… ① 
6 ミ slogio2 ぞ <7 
108SS222<107 寺 2>6>0 
これ は , 222 が 7 桁 の 数 で ある こと を 示し て いる . 合 logg>logx の 
1 DA3.5 
( 2 ) logio0.00125" 901ogo で ー90 og sxT02 
テー90(31ogi。2 十 2) 
ニー261.2781 
ー262 ミ logio0.001259 く ー261 
10-29%<0.001259%<10-%8 
これ は , 0.00125" の 小数 第 262 位 に 初め て 0 で な 
い 数 字 が 現れ る こと を 示す . 
( 3 ) 4=22 の 首位 の 数 字 が 4 で ある こと を 示す 
た め に は , 
4xX105 ミ 4<5x108 
すなわち , 
logio4 十 6 ミ logrn 4 く logro5 十 6 ……… ⑨② 
を 示せ ば よい . と ころ が 
logio4 三 21ogio2 三 0.60206, 
logro4ー6 三 0.62266, る ① を 用 いた 


5 詞 19 胃 ニ 1 一 0.30103 ニ 0.69897 


で ある か ら , ② は 確か に 成り 立つ . 目 
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B.3083 - 
(1) 次 の 等 式 を 証明 せよ . 
人 の) りー "gc 


() log。2= で = ( 底 の 変換 公式) 


た だ し , 2, は 正 で 。 2。 2 は 1 で な いと する 。 
(2) logz3 ニ 2, 1ogs7 三 の と する と き , log。56 を 2, 2 で 表 
8 


(1) 「2。 8,。 >0 : 2。 2 キ 1」 は , 真 数 お よび 底 の 条件 
で す . (2) は (1) の 応用 で す . 


(1) ⑦ ァ = テ g"me2 と お く と, 対数 の 定義 に 


HG 0 
ァ ー の で うう c 三 logzz 陸 1og。 の 三 log。 
よっ て の ー ァ 。 
( 了 語 I0S2 の 0 二 oo 6W 


と お く と , 対数 の 定義 か ら , 2 の" で ある 。. 
7 を 底 と する この 両辺 の 対数 を と れ ば , 
log ヵ 6 三 logz ヵ の" 
log ヵ 2 王 ン logz の . 


し た が っ て ,。 
に _ logz ひ 
ヶ ーlog。 2 19 

が 成り 立つ . 


3。 
上 な 数 を 記 と (2) logoooー で 計 ーー 
し て 選び , と れ CS 


十 log。7 
で 統一 的 に 表現 . 本 
NOS 
log。2・log。c 三 log。c log23 ニ Z 
]ogz 7 三 logz 3・ ]ogs 7 三 Z の 
で ある か ら 


3 十 の ひ 


"Be0_ 1TTeTo6 
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B.3024 
次 の 各々 の 方 程 式 を 満た す > の 実数 値 を 求め よ . 
(1) 22 テ の z+1__ 9 一 ( Se ① 
⑫)。2Jeg。(12- ヵ カテ デー1  。 NIIO me ②) 


[アプ ロー チ > (1) 2* ニ に つい て の 2 次 方 程 式 で す . (2) 対数 の 
定義 に も どり ます . 底 や 真 数 の 条件 に も 注意 し まし ょ う . 


(0 22<ー(27)5. 2 デキ 1 一 の ・ り ァ 
で ある か ら , 2*ー と お く と , 
① は , ダ *ー2 ア ダー3=0 と 書き な お せる 。. 
これ を 変形 し て 
( メ +1)( ダ ー3)=0 
メニ テー1] また は ダテ 3 
と ころ で , 2*ー を 満た す ヶ が 存在 する の は , 
ダ >0 の と き で ある か ら , ダテ 3。 よっ て 
2*ー3 
ァ ーlogs3 
( 2 ) まず , 真 数 と 底 に 関す る 条件 か ら 
12 一 ァ >0。 ァ >0。 ァ キ 1 
0<Z く 12 か つ z キ 1 上 | で で ③ 
さて , ② は , 条件 ③ の 下 で 
(12 一 > デニ ァ 
ァ *ー25y 十 144 三 0 
と 同値 で ある . 
これ を 解い て , 
ァ ー9。 ァ ー16 
この うち ③ を 満足 する も の を 選ぶ と , 
ァ ー9 


[ 注 ] (2) で は , 初め に 対数 の 底 を 10 に 書き 換え 


21ogio(12 一 *) _ 1 
1ogio 


と する の も 簡明 で ある . eg B.305 


21ogio(12 一 >) 三 logioz 
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B.305 = 
次 の 方 程 式 を 解け . 
⑪ logioz“ 三 1ogis(z 十 00 。。。 。  ……… ① 


(2) 語 Og2 DACzE に 01 計 ee ② 


[アプ ロー チ > (2) で は 両辺 の 底 を そろ えま す . 
(1) ① で 両辺 の 真 数 を 比較 し て 


ァ ”ー ァ 十 6 
(一 3)(z 十 2) テ 0 
マー3。 一 2 
これ ら の 値 は 。 い ずれ も 真 数 を 正 に する の で 適する . 
の が 三 9 2 
log。 2 で っ (2) ogazー 2 ③ 
( 底 の 変換 公式 ) jog。4 一 1og。22 王 2 だ か ら ③ よ り , 


log。 の 


21ogzylogz(+ 十 6) 

1ogzy“ 王 logz(z 二 6) te ④ 
両辺 の 真 数 を 比較 し て , 

ァ *ー ァ 十 6 

( ヶ ー3)(z 十 2)=0 

ァ ー3。 一 2 
この うち 。, 

ァ デ ーー2 
は 初め の 方 程 式 ② の 真 数 を 負 に する の で 不適 . 


ァ ー3 


[ 注 ] 1* ④ は ① と 同じ 形 を し て いる か ら , ④ の 解 は (1) に より , = 
3,。 一 2 で ある . し か し , ⑨② の 解 は z 三 3 の み で ある . すなわち ② と の ④ 
は 同値 で は な い . これ は ② と ④ の 真 数 条件 に 違い が ある か ら で あ る 。. 
2” ①, ② と も , 先 に 真 数 条件 
① : >0 か つ ァ +6>0 
ァ キ 0 か つ ァ >ー6 
⑨ : ァ >0 か つ 6>0 
ァ ッ 0 
を 考え て お いて も よい . 
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B.306 : 
方 程 式 


gs の HL っ キ の 三 05* で IAS Wo ③① 
を 満た す 実 数 > が 存在 する よう な 実数 2 の 値 の 範囲 を 求め 


[アプ ロー チ > 「① を 解け 」 と いわ れ た ら B.304 (1) の よう に すれ ば よい 
KGd| Sly 拓 


2* ニ メダ と お く と , ① は , 


2 の の コト クギ クー0 記 認 記 oo ⑨ 
と 書き な お せる 。. 
2 ニダ を 満た す 実数 > が 存在 する の は , >0 の 
と きだ か ら , 
2 次 方 程 式 ② が , >0 の 範囲 に 
少く と も 1 つの 解 を も つ " ……… (*) 


た め の 条 件 を 求め れ ば よい . 
② の 左辺 を ダ ) と お く と , 
げ ()= テ (ダメ ーー 〆 十 4 十 2 
この 関数 の グラ フ の 対称 軸 マー の 位置 に 注目 し 
て 分 類する と , ) 
1i ) 2 ミ 0 の と き , 
(*)e- 飼 70)=2 寺 2 く 0 


を ご 2 マー2 


1 各 馬 の 0 当 の らき 
(*) を - つ (の 2 ニー〆+g 十 2 ミ 0 
と 2 ミー1 また は 6 崇 2 
し た が っ て , 求め る の 範囲 は 
cg ベ マー2 また は og 央 2 


で ある 。 
[ 注 ] ② で っ デオ 2 一 22( メー テ と な る こと か ら , 平面 上 で 。 
刀 二 直 
アニ メ "-|2, ャ ー2g( エ ) 
の グラ フ の 共有 点 が >0 の 範囲 に 存在 する 条件 を 考え て も よい . 
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leogz(x 一 3) 三 log4(2zー の 。 ① 
を 満た す > の 実数 値 が 2 つ 存在 する よう な 実数 々 の 値 の 範 
囲 を 求め よ . 


| アプ ロー チ >  B.305(2) に な ら っ て , まず 底 を そろ えま す . 


の 真 数 条件 で 馬 
は だ め 。. 


① の 右辺 は 


logs(2z ヶ 一 の 2 1 症 
0 な フ ]ogz(2 ァ ー の ) 


と 変形 で きる の で ,。① よ り 
21ogz( ァ 一 3)logz(2zー) 


logz(xー3)* 三 logz(2z 二 の ……… 0 

( ヶ ー-3)22 ヶ 一 2 imi ② 
と ころ で , 与え られ た 方 程 式 の 真 数 条件 より 

PU dEU 二 衣 232 ③ 


で な けれ ば な ら な い が , ② の 下 で は , ーー3>0 を 満 
た す 実 数 * は 2z 一 2>0 を 必ず 満た す 。 
し た が っ て , の か わり に 

の 2236 WI) JAN IA SS (6 
を 考え る だ け で よい . 
そこ で , ヶ の 2 次 方 程 式 ② が ⑧' の 範囲 に 異な る 2 つ 
の 解 を も つた め の 条 件 を 求め よう . 
⑨② は , 

Z デ テーマ“" 十 8 ァ ー9 
と 変形 で きる か ら , yy 平面 上 で , 曲線 ? ニ ー ァ * 十 8z 
ー9 の の 部 分 と 直線 = ニ ?Z と が 異な る 2 点 を 共 
有する た め の 条 件 を 求め れ ば よい . すなわち 左 図 に 
より 

6< こ go べ <7 

を 得る . 
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B 30 


Z は 1 で な い 正 の 実数 と する . 次 の * に つい て の 不等式 
を 解け . 
loga(2z 十 13)>loga(4-ー?) mt ① 


[| アプ ロー チア >1 の と き , log。 ダ >log。 Y を 飼 ダッ ダッ >0 
0 く 2 く 1 の と き ,log。 ダ >log。 Y を 飼 0 く ※ く ダダ 
( gg A3.5 四 ) 


まず , 真 数 の 条件 か ら 
0 
4 一 ァ >0 


ー す く z<4 COGUOGO ②) 


で な けれ ば な ら な い . 
i ) 2>1 の と き :① は , 条件 ② の も と で 次 式 と 
同値 と な る 
6 ンド ーー リカ 
サポ ジ に 0 《⑥) 
由 S5aG 電 (の ② の が つの) 直り 
ー3 く み ぐ 4 
を 得る . 
ji) 0 く 2 く 1 の と き : 今度 は 反対 に , 
2 ァ 十 13 く 4 一 ヶ 
ター 3 ④ 
と な り , ② か つ ④ よ り , 


ー 全 く ャ マー 三 9 


を 得る . 
つま り , ① の 解 は 
の ジ ll の と どき は 。 三 3 ママ 4 


0< く g<1 の と き は ー 飼 くく ー3 


で ある . 
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6 を 実数 と し て , 関数 ヵ ニ ー(4* 十 4- う ⑦ 十 4g(2* 十 2?) に 
つい て 次 の 問 に 答え よ . 

(1) 7 王 27 二 2 で と お き ,。 と 7 の 関係 を グラ フ に か け . 

(2) ヶ を 7 の 式 で 表せ . 

(3) ヶ の 最大 値 を z の 式 で 表せ . 


2 (0) 証 / 三 2 と | だ た 25320 の クラ シン が りら 
7 王 2 填 2-* の 概 形 は 。 次 の よう に か ける 。. 
指数 関数 の グラ 区 = の の 4 
フ は IA3.4 2 公 
グラ フ か ら 『7 は 多 
が すべ て の 実 
数 値 を と る と き 
2 以上 の すべ て 
の 実数 値 を と る 
こと が わか る . 


(2) 4* 十 4 マー(2* 十 2-??ー2 と 表 さ れる の で 
ッ デ テー ど 十 4gf 十 2 
(3) 相 加 平均 と 相乗 平均 に 関す る 不等式 か ら 
の の 2 て 00 の る 2 
(等 号 は 。 22 三 2-< すなわち y 三 0『 の と どき ) 
で ある の で , 7 は ヶ テ 0 に お いて 最小 値 2 を と る . 
さら に ( 1 ) の グラ フ か ら , 7 は 2 以上 の すべ て の 実 
数 値 を と る こと が わか る . 従っ て , 7 全 2 を 定義 域 と 
し て , ヶ の 値 の 最大 値 を 考え れ ば よい . 
と ころ で , ヶ テー(7 一 22)“ 十 4Z7 十 2 と な る が , この 
グラ フ は , (22, 4Z 十 2) を 頂点 と する , 上 に 凸 の 放 
物 線 で 7 人生 2 だ か ら , 
2g 生 2 の と き , ヵ ヶ の 最大 値 は 4g“ 十 2 
2g< ぐ 2 の と き , み の 最 大 値 は 8g 一 2 
と な る . 
[ 注 ] 不等式 2* 二 2-~ 和 2 は , 相 加 ・ 相 乗 平 均 の 関係 か ら も 導 か れる 
が これ で いえ る の は , せい ぜ い ,。 } の 最小 値 が 2 で ある こと に すぎ な 
い . グラ フ を 利用 し て 見 れ ば , 7 が 2 以上 の すべ て の 値 を と る こと が 
いえ る . 
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B.310 デ 
較 | 506 


の 正 の 解 を 求め よ . 


ァ >0, >0 と し て , ①, ② の 両辺 の (常用 ) 者 対数 の 底 は 別 の 


対数 を と る と , 数 で も よい 、. 
1 Sa ⑨③ 
logy デ clogy 0 ……… @④ 


③x ァ ーー④x3 を 作り , logz を 消去 する と , 
(2 一 3 ヶ 2)1og ァ = テ 0 


上 款 SG 
logszesO。 上 還 oe ⑤ 
E39/ コ 6 
の Sn ン や = - 上 26008 
ター ⑥ 
に が (の 
i ) ⑤ を ③ に 代入 し て , log ヶ 0 
ァ ー1, 1 
の MENZNRE < ③ に 代入 する か わり に 
21og ヶ 一 31og 今 十 31ogz ① に 代入 し て も ょ よい. 
“" ァ 0。 ヶ >0”" の 
の ON も と で ① と ③ と 同値 だ 
log ヶ デー3log 坊 log( 二 
* 3 * ラ ) か ら で あ る . 
ッ ーー 
8 


と な り , この と き ⑥ か ら , ッ ニ = ニー 


4 
以上 を まとめ て 。, 

の 三 み 三 届 まだ は ィ ー。 ーー ユ 
[ 注 ] z 三 1 の と き ①, より テー1 と な る 。 そこで > キ 1 を 仮定 し 
て , > を 底 と する 対数 を と る と , 


]og 2 
0 3 還 
ッ ー ィ logz/ りー 


と な る が , これ か ら ヶ を 消去 し て いく の も 人 本質 的 に 上 と 同じ で ある . 
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舞 ( ろ ) 週 す る た びに 久 料 水 に 含ま れる 有 半 物 抽 の 20% を 
除去 する こと の で きる 浄化 装置 が ある . この 装置 で 濾過 を 
繰り 返す こと に よっ て , 有害 物質 を 当初 含ま れ て いる 量 の 
5% 以 下 に し た い . 最低 何 回 繰り 返せ ば よい か . 

た だ し , logio2 三 0.3010 と し て 計算 せよ . 


医 還 最初 に 含ま れ て いた 有害 物質 の 量 を Po, z 回 
濾過 を 繰り 返し た 後に 含ま れ て いる 有害 物質 の 量 を 
由 清 89 の 
PP。-」X(1 一 0.2)= テ 0.8・P。-」 
(z 三 1, 2。 3。 …… ) 


「 等 比 数 列 」 の 診 。 … P。=0.87XP。 (2 三 0。 1 2 … う 
ひと つ . が 成り 立つ . 
『Gw デ 大 学 へ の 数 学 人 し た が っ て , 
0 P。 ミ 0.05 XP。 と な る た め の 条件 は , 
A2.3 OU2260UU51 計 床 e の ① 
で ある . 
① の 両辺 の 10 を 底 と する 対数 を と り , 
08= 生 22logio0.8 ミ logio0.05 
臣 (31ogro2 一 logi。10) ミ ー(logi。2 十 1ogo10) 
005=>a7 ー(1 一 31ogi2)z ミ ー(logio2 十 1) 


ogis2 十 1 1.301 
ク 255gi52 0097 


KG 二 
渡 過 は 最低 14 回 繰り 返せ ば よい . 


ーー テー 13.41… 
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回 


トー | の 極限 一 | 直義 と 記号 | 李 限 人 収束, 人 | 
数 の 連続 人 
. 麻 限 大 へ の 発 抽 


ー | 李 限 に つい て の 公式 | 不定 形 の 人 | 


ーー | 微分 係数 と 導 関 数 


微分 の 公式 (定数 倍 ・ 和 ・ 差 ・ 積 ) 


の 4 7ー1 
トー 
の アァ 


微分 係数 と 接線 


ーー | 導 関 数 の 符号 と 関数 の 増加 ・ 減 
極大 ・ 補 小 トー| 必要 条件 プ (q)=0 
ーー em 
増減 表 と グラ フ 
導 関数 の 応用 時 大 ・ 最 | 


関数 の グラ フ トー 代表 的 な 3 次 関数 ・ 
4 次 関数 


に ーーー タ 


速度 ・ 加 速度 
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数 学 に お ける 微分 法 は , 論理 的 根拠 より は , 簡単 な 関数 に 対す る 
計算 法 を 直観 的 に 理解 する こと を 目指 すこ と に な っ て いる が , 本 書 の 
読者 は ,。 それ で 満足 する 諸君 で は な いで あろ う . ここ で は , 標準 的 な 
参考 書 な ど で は 敬遠 され て いる 基礎 概念 (極限 , 連続 , 極限 値 の 計算 の 
基本 原理 , 無限 大 , 不定 形 ……) か ら 説 明 し よう . 「 教 科 書 準拠 」 ス タ 
イル で 本 書 を 学習 し た いと 願う 読者 は , 初め の 5 節 を 飛ば し , A4.6 
「 微 分 関数 と 導 関 数 」 か ら 読 み 始 め , 一 通り 学習 を 終え た 後 で 初め に 
戻る の が 良 か ろう . 


人 AA!.] 関数 の 極限 の 定義 和 


た と えば , 関数 /(z) ニ ァ * に お いて ,。 xy の 値 が 2 に 近づけ ば ぱ ば , 
関数 値 7(z) が 4 に 近づく . 


[定義 | 関数 ヵ ニ 7f(z>) に お いて , > が 2 と 極限 の 定義 
異な る 値 を 取り な が ら 2 に 限り な く 近 づく 
と き , 7(z) が 一 定 値 7 に 限り な く 近 づく 
な ら ば ,。 “> が 2 に 近づく とき, (>) は 極 
限 値 を も つ " と いい ,。 7 を その 極限 値 と 
極限 の 記号 


呼ぶ . 
記号 で は , 
ァ つ 6 の と き 7(z) ッ 7 
また は 
lim ァ ) ニ 7 で 表す . 


例 1 ァ ー2 の と き x と 24. 
2 
2" [ 陣 2.」 7()ー そ ー は , ァ ー1 で は 定義 きれ て いな い が 
っ 1 の と き 。 ア (>) つ 2 で ある 。 なぜなら , ヶ キ 1 の と き 
ア ( ァ ) ニ ァ 十 1 で ある か ら , lim( ァ 十 1) 三 2 と な る か ら で あ る . 
3” (>) が 極限 値 / を も つこ と を , 7() は , / に 収束 (converge) 
する と も いう . 
げ (>) と Z に よっ て は ,。 極限 値 lim( ァ ) は 存在 する と は 限ら な 
ぃ い 。 こ の 極限 値 が 存在 し な いな ら ば , ヶ > つつ 2 の と き 7(y) は 発散 
(diverge) する と も いう . 
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ァ ヶ が 0 に 近づく と き , 7⑦= 訪 9 
の 値 は 限り な く 大 きく な っ て し まい 。 あ 
る 定数 に 近づく と いう よう に は な ら な い . 


し レ したがって, im は 存在 し な い . 
2⑦= ば ez キ 0) は 
ァ >0 で は の (>) デ ァ 十 1。* く 0 で は 
9 の (z) テ ニー ァ ー1 で ある か ら , > が 0 に 近 
づく と き に 。 0 の 右側 か ら の み 近 づく と 
すれ ば g(>) は 1 に 近づき , 左 か ら の み 
近づく と すれ ば 9( ヶ ) は 一 1 に 近づく . 
いい か えれ ば , 0 に 近づく 近づき 方 で 
の z) の 近づく 値 が 異な る . し た が っ て , 
ァ つ 0 の と き の ヶ ) の 極限 値 は 存在 し な い . 
4? lim 7(y) ニ 7/ に お いて は 。 ァ と の る 4 へ の 近づき 方 と し て ァ キ る と 
いう 制限 の も と で の あら ゆる 近づき 方 を 考え る の で ある が , 7(>) 
の / へ の 近づき 方 は 。 どういう も の で も か まわ な い . 途中 で / に 
一 致す る こと が あっ て も よい し , 最初 か ら / に 一 致し た まま で あ 
っ て も 差 支 えな い . 
た と えば , 7(>) テ C (定数 関数 ) な らち 。 どん な Z の 値 に 対し て 
も , lim z) 三 C. 
5" lim7(z) の 値 は , 7(x) の 形 と と の 近づく 相手 ヶ と に よる の で あ 
り , > と いう 文字 の 種類 に は よら な い . すなわち , 
lim ターHim 2 紋 


一 般 に lim 7( 々 ) 三 lim (の 三 Him7(%) で ある . 


AA る 1. 過 連続 の 概念 


関数 値 7/() と 。 極限 値 im /(z) と は 混同 され や すい が , 異な 
っ た 概念 で ある . つま り , 一 方 が 存在 する が 他方 が 存在 し な い 場 
合 , 両方 と も 存在 する が 両者 の 値 が くい 佑 う 場合 な ど が ある . 

し か し , 幸い な こと に 。 数 学 IT の 微分 法 で あつ か う 関 数 は , 
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3 次 関数 を は じ め 。 すべ て , (の) と Him y) は と も に 存在 し て 


一 致す る も の で ある 。. 
この よう な 性 質 を も つ 関 数 を 連続 と 呼ぶ . すなわち 


[定義 |] = ニ 2 に お いて , 関数 値 /(2) と 極限 値 
lim ア (y) が と も に 存在 し 。 その 値 が 一 致す る と き , 
関数 /(x) は , 点 ヶ ニ 2 で 連続 で ある に 導 
AO お な お : ら 連続 
げ (z) が 点 > テ Z で 連続 を の Him () 


2 

『 分 数 関数 (ーー エ な っ 
いて は , p.152 の 例 2 で 見 た よう に , 
lim プ ( 々 ) ニ 2 で ある が , (1) は 存在 
ウラ な ゆめ 記 ウレ た だ たがら 1G ら の (2 の は 2 
ー1 で 連続 で な い . 

直観 的 に いえ ば , 不 連続 な 点 で , 関 

数 の グラ フ は 切れ て いる . 


ム AA. る ) 極限 値 を 計算 する た め の 基 本 公式 1 


関数 の 極限 値 の 計算 に 用 いら れる 次 の 定理 の 厳密 な 証明 は , 
高校 数 学 の 範囲 外 で ある が , し か し , “限り な く 近 づく "と いう 直 
観 に も ちと づい て 納得 する こと が で きる で あろ う . 


算 す る た め 


[定理 ] im/()=e lm g(⑦)=8 | 褐 限 値 を 計 


な ら ば , 
① Hm が (z) 三 42 (た だ し , ん は 定数 ) 


②) lm7( 々 ) 十 9 人) 王寺 g 
lim (7( 々 ) 一 9 人) 王 eーg 
(3③) Hm げ ⑦)・ の z)) 王 の 6 


(の 2 ー の 9 
Im 6 (た だ し , 2 キ 0) | 
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1” この 原理 の お か げ で , 
lim 7(y) ニ g だ lim の (Z) 三 が 


論 ) 75 ヶ 


が 求め られ て いれ ば , より 複雑 な 形 の 極限 値 。 た と えば 


1 3 ーー ] 


アー の 


6 計算 で きる ( 答 は そ と 4 の た だ し 。g キ 0 と する 


A.2 無 限 大 穫 


ァ ー0 の と き アー あ 。 9( 々 ーー は いずれ も 発散 する 
どちら に つい て も , ヶ が 0 に 近づく に つれ て , 関数 値 の 絶対 値 


は 限り な く 大 きく な る . 


た だ , 9(z) に つい て は 。 ヶ が 正 の 方 か ら 0 に 近づく か 負 の 方 
か ら 0 に 近づく か に よっ て の z) の 符号 が 異な る . これ に 対し , 
アプ (z) は が 0 に 近づく 限り , 関数 値 は つね に 正 で 限り な く 大 き 
く な っ て ゆく , これ を , 短く 言う た め に , 「 無 限 大 」 と いう 用 語 を 


数 学 に 導入 する . 
4 の 4 


[定義 | > が 2 に 限り な く 近 づく に つれ て , 
関数 値 7(z) が 限り な く 大 きく な る な ら ば , 
* つ の の と き (>) つ 十 oo 
ある い は , 
lim ァ ) ニ eo 
と 書き , 
ァ が 2 に 近づく と き 。7(Z) は 
正 の 無限 大 に 発散 する 


| 放 MS 提 


正 の 無限 大 
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1” 同様 に ,「 負 の 無限 大 に 発散 する 」 こ と や , 記号 


lim ヶ ) ニ ーoo 


が 定め られ る . 


2* [ 例 1 1 9 oy 


ァ -0 
jim-ー ユ ーー oo [ 

55 4 

im|-+e で ある が , 


1 ニーFee で も in と ーー 生 
ェ -0 ツ <-0 ツ 


で も な い . 
3 記号 "co" は , 無限 大 と 読ま れる が , これ は , 数 と は 見 な され な い . 


AA. 避 不定 形 の 極限 値 の 求め 方 邊 


(2 
バァ ) 


lim の ァ ) 三 / が 存在 する 場合 を 考え る . 


lim 
エー 


を 求め る 問題 に お いて , lim y) ニ w 


i) も し , 2 キ 0 な ら ば , A4.3 の 定理 の (3) に より 


の = 信 と な る . 


hm 
ァ ー6 の 


i) また , 8ー0 で og キ 0 な ら ば , の の 分 母 が 0 に 近 づ 


き 。 分 子 が 0 で な い 値 に 近づく の で ある か ら ,。 人 の 絶対 


値 は 限り な く 大 きく な る . し た が っ て 極限 値 は 存在 し な い . 


ii) 残る 場合 は go ニ 8ー0 の 場合 で ある . 形式 的 に は , 
AG26) 
に の の) 
限 値 が 存在 する か 和 否 か は , 個々 の 場面 で 異な っ て < る. 極限 
値 が 存在 する 場合 で も その 値 は , 場合 々 々 に 応じ て 異な る . 


が の 形 に な る 場合 で ある . この よう な と き , 極 


そう いう 理由 で 。 この 場合 求め る 極限 値 は 「 て の 不定 形 」 で 
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ある と いう . この よう な 不定 形 の 極限 値 は これ か ら 学 ぶ 微 
分 法 の 中 で , 最も 大 切な 役割 を 演ずる . 


デキ テ メー 2 
= 


ァ ※ー1->0。 か つ デオ ァ ー2 つ 0 


1" [ 暫 L] im に お いて 。 ァ ー1 の と き 
と な る の で 。 この まま で は “で の 不定 形 "で ある . 
と ころ で 。 
ァ *ー1 三 (> 十 1)(ー1)。 > キマ ー2 テ ( ァ ー1)( 十 2) 
で ある か ら , > キ 1 の 範囲 で は 分 母 分 子 を ヶ ー1 で 約 分 する こ 


ァ デ ー1 ァ 十 1 

に RY の 二 り SG 
jim ダキ テー 2 in タ 寺 2 3 
の 2ー1 2223 2 


と し て , 極限 値 が わか る 
この よう に , 分 母 分 子 が 整 式 の 不定 形 で は 0 と な る 因数 を くく 
り 出 し て 約 分 する こと で 極限 値 が 見 えて くる . 


し jim マテ キトー も の 不定 形 で ある . 


分 子 の 有理 化 を 行っ て みる . 
yZ 十 4 一 2 (7/Z 十 4 一 2) X(/Z 圭 4 圭 2) 
了 (/ 十 4 十 2) 
コツ y 生 人 三 作 の 
(yz 十 4 十 2) 。z(y 十 4 十 2) 
し た が っ て , キ 0 の 秋 囲 で は 


Y ァ 十 4 一 2 1 
の y 十 4 十 2 


V 士 4 一 2 1 ーー 
ェ ー0 000 ェ -0 y 十 4 十 2 74 十 2 


この よう に , 分 母 , 分 子 に 根 号 が 入っ た 不定 形 で は 。 適当 に 有 
理化 を 行っ て か ら 約 分 する の が 定石 で ある . 
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AA. 微分 係数 と 導 関 数 M 


I. 平均 変化 率 関数 ヵ ニ 7(z) に お いて , > が 2 か ら の まで 変 
化す る と き , それ に と も な う ヶ の 変化 
量 は 7/( の 一 7(2) で ある . 

ヶ の 変化 量 5-2 を と の 増 分 
9 の 変化 量 の 一 2) を ゅ の 増分 と 

VS25 
ァ の 増分 を 2z。 》 の 増分 を 2 と 書き 

表す こと が 多い . すなわち , 

ァ ァ ー ム ヵ ーo,。 タテ パ ( の 一 7(2) 

この と き , の 増分 に 対す る ヶ の 増分 の 割合 

2 _ 7 げ ( の 一 パ の 


グ ァ ムー の 
を , が 2 か ら の まで 変わ る と き の 関 数 ヵ テ (>) の 平均 変 
化 率 と いう . 


1" 平均 変化 率 は 上 の 図 に お いて , 弦 AB の 傾き を 表し て いる . 
2 げ (z)= ァ 2 の が 3 か ら 3 十 ヵ キ 0) まで 変わ る と き 


の 平均 変化 率 は 
げ (3 寺 め 一 7(3) (3 二 / が 一 37 6Z 十 記 
(3+ が ー3 の 1 か < e 


3” 増分 の 記号 ァ , 2 に 現われ る は , 英語 で 「 差 」 を 表す 単語 
difference の 最初 の 文字 ⑦ に あたる ギリ シャ 大 文字 [デル タ ] で 
ある . 


I. 微分 係数 
関数 ? ニ 7(z) に お いて , が 2 か ら 6 十 まで 変わ る と き 


の 


平均 変化 率 =m2 上 エー の 


の , ヵ を 限り な く 0 に 近づけ た と き の 極 限 値 を 考え る . この 極 
限 値 が 存在 する な ら ば , この 極限 値 を 

ァ ー2 に お ける 7( 々 y) の 微分 係数 
と いい 。 記号 ア (2) で 表す . 
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すなわち , 


7(<+ め が ー7 の の 定義 
7 


(2 Hm 
ヵ ー0 
1 極限 値 を 表す 方 法 は 。 いろ いろ ある . ( g A4.1 の 5"。p.153) 


次 の 書き 方 も よく 使わ れる . 2 十 ヵ 王 * と お いて いる の で ある 。 


[定義 ] 
ア (②⑦=Hm ーー 


2 7(y) ニ z” の ァ ー3 に お ける 微分 係数 は 。 
ーーim(6+ め =6 


(前 貢 の 例 1 と 見 比べ よ ) 
また , 9(>) デ ァ ? の >ー1 に お ける 微分 係数 は , 


の 
の (3③)=Him ee lim 【 ーHim( 填 ァ 十 1) テ 3 


3" 微分 係数 (<) は 存在 する と は 限ら な い . (の 。 すなわち 極限 
値 im の ジー な 存在 する (<) が 定義 で きる ) と き , 7G) 
は ァ ーg に お いて 微分 で きる と いう . 


7(>) 三 |zlI( 十 1) に お いて (0) 
を 考察 し よう . 


が 存在 し な いこ と は ,。 A4.1 の 3" に 調べ た . 

よっ て , (0) は 定義 で き な い . し た が っ 
て >)= テ |zl(z 十 1) は = テ 0 で 微分 で き 
な い . 


4" 2 次 関数 , 3 次 関数 な どの 関数 ( 整 式 で 表 さ れる 関数 ) は 任意 の 
点 に お いて 微分 で きる . 
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. 導 関 数 
関数 ッ ヵ ニ 7(z) が 与え られ た と き , > の お の お の の 値 2 に 対 
し それ ぞ れ 微分 係数 (2) を 対応 きせ れ ば , この 対応 は 1 つの 
新しい 関数 と な る . 
の た 呈 だ 衝 冶 ⑲ 
この 関数 を ア (z) で 表し , 関数 (>) の 導 関 数 と よぶ . す な 
わ ち , 


[定義 ] 
プ (⑦) 三 lm 
で 定め られ る 関数 を , 7() の 導 関 数 と いう . 


1* 関数 ヵ ニ 7(z) に お いて , xr の 増分 を ァ ヶ 。 それ に 対応 する ヶ の 
増分 を 2/ と すれ ば , = テ /(z 十 4 ァ ) 一 (>) で あり , 


7((Z) 三 im うろ ヶ 


2z-0 プア ァ 
と 表 さ れる . 
2* 関数 ? ニ (>) の 導 関 数 を 表す 記号 と し て は 了 ア (z) の 他 に 
の 学 。 孝 7 の 導 関数 の 記号 
な ど が 用 いら れる 。 
3” 7(z) の 導 関 数 を 求め る こと を , 7(y) を 微分 (differentiate) す 
の 写ら CO) 叶 
7(Z)=z? に 対し て は , 
=jhm s+ ス ー 7( テ ) (セキ 4 ァ パー 


、 2z-0 ググ ァ 
=lm (2 寺 三 2 ァ 


すなわち , 
ッッ ” を 微分 する と /ー2z と な る 。. 

4” すべ て の 関数 が , その 導 関 数 を も つ わ け で は な い . 関数 7(z) 
が , 導 関 数 (>) を も つの は , 上 式 の 右辺 の 極限 値 が 定義 で きる 
場合 だ け で ある . も っ と も , II の 3" で 述べ た よう に , 数 学 TL 以下 
で 扱う 3 次 関数 や 4 次 関数 は , 必ず 導 関 数 を も つ . (つま り , (>) 
が 微分 で きる 場合 で ある .) 

5* 導 関 数 の 定義 と 微分 係数 と の 関係 か ら 


び @) の ? アー の ? に お ける 微分 係数 0 2) の , 1 アー の に お ける 値 ) 


導 関 数 
の 定義 


As キ ダー 
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これ は , ア (z) が 後 出 の 公式 な ど に より 別途 計算 で きる と き に 特 
に 有効 で ある . また , 前 節 IL で 導入 し た 記号 (2) は , 本 節 で 定義 
し た 関数 (z) の > テニ ゥ る に お ける 値 を 表し て いる と 考え て よい . 
7(z)= ニ ァ ” な ら ば (z)= ニ 2Z で ある . (用 例 4) 

よっ て , 7(z) テ ァ ” の ァ ー3 に お ける 微分 係数 は (3)= ニ 2・3=6 


6" 関数 9 ニア (<) の 導 関 数 を 宅 と 表す と き (go 放 -2)。 ァ ニーoc に 


多 | 
> の r kz=z 


人 AA 外 . グ 微分 の 公式 | 


いち いち 導 関 数 の 定義 に も どっ て , 導 関 数 を 計算 する わ ず ら 
わし さ を 軽 減 し て くれ る 公式 が ある . 数 学 T の 範囲 で 最も 重要 
な の は , 以下 に 述べ る 公式 で ある . 


の 定数 関数 
[定理 ]  -1=0 の 導 関 数 


お ける 微分 係数 は と 表す . 


1? 証明 : (>) ニ 1 (定数 関数 ) な ら , 
ーーー) 


ヵ ー0 
2" まっ た く 同 様 に し て 


7( : 正 整 数 ) 
の 微分 法 


三 2。 用 5 ち 2 
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2” 証明 は , 因数 分 解 の 公式 
の "ーー ゲー(2ー の (2 の" 十 27 の 2 の 圭二 
GOO つ 7 7/ zu の っ つ ) 
に お いて , 
g 王 ァ 十 放 。 2ー ァ 
と お いて 得 ら れる 式 を 利用 し て , 


ルー トー( な すめ "(e す が ー ァ オキ ( す 0" デキ 


つっ こっ 填 (z 十 の ・z7 十 ( ァ 十 の ・z 7 十 * 
を 作り , ここ で ヵ ー つ 0 と し た と き , 右辺 の 各 項 が >“”「 に 収束 
する こと か ら 。 


が ei 


取 
を 導 け ば よい . 
この 他 , 2 項 定理 を 用 いる 証明 や , 積 の 微分 の 公式 (後述 ) を 用 
いて 数 学 的 帰納 法 に 訴え る 証明 な ど が ある . 
3" が 定数 関数 1 を 表す と いう 通常 の 約束 に 従 を ば, 上 の 公式 
は , 2 三 0 の と き に も 正しい . 初め に あげ た 公式 
ュー=0 


と 一 致す る か ら で あ る . 


以上 の 基本 公式 が , 役に立つ の は , 微分 に 関し て 次 の 性 質 が 成 
り 立 つか ら で あ る . 


[定理 ] 関数 z。 ぃ が 微分 で きる と き 微分 の 
(1) c が 定数 な ら ば , (cz)' 三 c(Z) 線形 性 


(2) (z 二 の の 十 の 。 (zz 一 の) グー の 


1” この 人 性質 は 。 次 の よう に 応用 され る . 
ッ ー2 タ ツー3 ァ 十 ヶ な ら ば 
の (2s“"ー3z 十 4)/ 三 (2z9/ 一 (3z)/ 十 外 
2( ヶ ツー3( ァ ア 
ー6 ァ “ーー3 
{(z 十 1 作 モ (z7 十 2z 十 1 
三 (z⑦' 十 2z7 十 工 三 2 ァ 寺 2 
三 2(x 十 1) 
2* (z 十 の 三 〆 十 の の 証明 : 
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の {z(> エ 4 ァ z) 十 2(z 填 2 ァ )) 一 (zz(z) 十 2(Z)) 
4 ァ っ 0 グ ァ 


ーjm 1] 


4 テー0 


(> 十 イ ァ )ー Z() エ の (* 十 イ ァ ) 一 AI 
グ グイ ァ 


2 キー Z( ヶ ) 電 Z%( ァ ター 2() 


コ ァ ー0 層 
三 2 の 十 の 血 
他 の 証明 も 同様 で ある . 各自 試み よ . 


以下 の 公式 は , 数 学 机 で は 必修 で な い が , 大 学 へ の 数 学 を 学ぶ 
諸君 は 是非 と も 修得 し て ほし い . 


[定理 ] の 関数 w。 が 微分 で きる と き , の 
(zz)' 三 2 十 z の 微分 法 


員 ア (z) ニ (>“ 十 1)(4 ヶ ー5) な ら ば 
ア (z) テ (z*^ 十 1)((4 ァ ー5) 十 (z* 十 1)(4z 二 5) 
2z(4 ァ ー5) 十 (z* 十 1)・4 三 2(6z*ー5z 十 2) 

2" (zz)/ 三 2 十 ze の ′ の 証明 : 

ア (z)= ニ zz2 三 zg(z)z(z) と する と , 

ア (z 填 4z)=z(z 十 4z)2(z 十 グ ァ ) 
だ か ら 
アプ ( ァ z 十 ァ ) 一 7(z) ニ z( ァ 十 z)z(z 二 プイ ァ ) 一 (>)o( 々 ) 
三 {zz(z 十 2z) 一 z(?))2(z 十 2 プ z) 十 z(z)(2(z 二 2 ァ ) 一 2( 々 )) 

jim ター ルッ 


2 ァ ー0 


2(* 十 プイ ァ ) 一 zz( ヶ ) 2( ァ 十 ァ ) 一 2( 々 ) 
グ ァ 


グ ァ 
ーー gg( 十 イ ァ )ー zz( ァ ) 」. 。 の ( ァ 十 ァ ) 一 の ( 々 ) 
jim 7 lim2( 填 グ ァ ) 十 z( ヶ ) es 


テー0 


三 1im 
コテ ァ ー0 


・ が ( ァ 十 4z) 十 Him 2( 々 )・ 


ーZ( ァ )2(>) 十 z(z) の (z) 


9 5 Se (gz 十 の "の 
[定理 ] 支 ( 人 すめ 三 72 の (ZZ 十 め ) 微分 法 


(2,。 2 は 定数 , 7 は 正 の 整数 ) 


1 ヶ ー(5z* 十 3z 一 17) な ら ーー4(5z* 十 3z 十 1)*(10 十 3) 
ヶ 王 (4 ァ ー3)? な ら の 9(4 ァ 一 3)・4 三 36(4 ァ ー3)8 
2” 証明 は , 積 の 微分 公式 と 数 学 的 帰納 法 に よる . 
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AA 紀 . 避 ) 微分 係数 と 接線 1 


関数 ヵ ー ア (>) の グラ フ 。 すなわち, 
曲線 ヵ ー ニ 7(z) 上 の 定点 を A と する . 

曲線 上 の 動 点 DP が P キ A と いう 制 
限 条 件 を 満た し な が ら , 曲線 上 を A に 
限り な く 近 づく と き , 直線 AP が ある 
定 上 直線 7 に 限り な く 近 づく な ら ば , こ 
の 定 直 線 7 の こと を , 点 人 に お ける 曲 
線 ゥ テー7(z) の 接線 と いい , A を その 


接点 と いう . 
2 点 A,P の 座標 を 
A(2, の ⑦), P(2 十 2 十 め ) 


と すれ ば 
直線 AP の 信 き トキ ダー) -( 平 赦 人 率 ) 
で あっ て P が A に だ 限り な く 近 づく こと と は なつ 0 に 相当 し て いる . 


っ 
| 曲線 ゅ ー(z) 上 の 点 A(2, 7( の ) で の 接 | 区 夫 の 傾き 
| 線 の 傾き は , | と 微分 係数 
| 関数 g=7(z) の >=。 で の 微分 係数 
(2) に 等 し い . 
cy っ 7 

接線 の 公式 


[公式 ] 曲線 ッ ヵ = ア 7(z) 上 の 点 A(2, 7②) で 
の 接線 の 方 程 式 は , 


一 パ (の テア (2 の ( 々 ー の 
で 与え られ る 。. 


1* 微分 係数 (2) が 定義 で き な い と き , 点 (2。 7(②) で の 接線 は 
ヶ 軸 に 平行 の 場合 を 除き , 存在 し な い . msg4" 
2 の 772 佑 9 の) ニコ 
そこ と で , ヶ ー ァ ” 上 の 点 (1 1) で の 接線 の 傾き は 
7 コー2<] 三 2 
よっ て , デー ァ ” 上 の 点 (1, 1) で の 接線 は 
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ター1 王 2( ァ ー1), すなわち , ヶ 三 2 ァ ー1 の 

38 ヶ デ マツ ー ァ と する と 。gー3z* 一 1. 

そこ で ,。 ーッ "ー ァ 上 の 点 (0, 0) で の 接線 の 
傾き は |。-。 ニ ー1 で あり , その 方 程 式 は 

ター0 テ ー1・( ァ ー0),、 すなわち 2 テー 


O P2 
で ある . 
曲線 ヵ ー ニ パー ァ は , ァ < く 0 で の 接線 の 下 側 , 
ァ ッ >0 で 接線 の 上 側 に くる . この よう に , 曲 
線 と 接線 の 上 下関 係 が 接点 の 前 後 で 逆転 する 
こと が ある / 9 
4* (2) が 存在 し な く て も ? ヵ 軸 平 行 の 接線 は 
存在 する こと が ある . 
[ 暫 3 バニ Y ァ (>=0) と 


ーー ァ (zS0) 
と する と , (0) が 存在 し な い が , ヵ テーパ (>) 
の グラ フ は , 原点 で ヵ 軸 に 接する . 


人 . 器 ) 関数 の 増減 ・ 極 大 ・ 極 小 と 微分 保 数 和 


関数 ヵ ー パ (z) に お いて , ある 区 間 で 
が 増す と ?ー パ () も 増す 
と き , 関数 ヵ テ 7(y) は 
この 区 間 で 増加 で ある 
と いい , 反対 に , 
ヶ が 増す と ッ ?ー パ z) が 減る 
と き , この 区 間 で 減少 で ある 
と いう . も っ と 正確 に は , 


| 少 加 
[定義 | 関数 /(x>) に つい て , 区 間 7 に 属す 増加 と 減少 
る 任意 の 。 zz に 対し , 


1) ぁ く ヵ ー ラ パ z) く 7(z) 


の と き , 7 パ ( ヶ ) は 区 間 7 で 増加 で ある 
(2) ヵ ゎ く ヵ 王 才 (z) ラ 7(z) 
の と き , 7() は 区 間 7 で 減少 で ある 


00 計 3H 仙 年 2 分 


1" [ 例 1 ] (>) ニ ァ ー1 は 任意 の 区 間 で 増加 . 

[ 例 2 | (>)=|z| は 区 間 > ミ 0 で 減少 。 区 間 =0 で 増加 . 
2" (>) が 区 間 7 で 単調 で ある と は , 7(z) が 7 で 増加 で ある か , 
また は , 7 で 減少 で ある こと で ある . 

数 学 II の 範囲 に あら われ る 関数 は , すべ て 連続 で ある が , さら 
に 定義 域 を いく つか の 小区 間 に 然 る べく 分 割 し て や れ ば , 各 小 区 
間 で 増加 で ある か , また は 減少 で ある よう に で きる (区 分 的 に 単 
調 )、 区 分 的 に 単調 で な い 関 数 は , 数 学 抽 で , そし て 本 格 的 に は 大 
学 の 数 学 で 学ぶ . 

関数 ぁ ヵ = ニ 7(z) が ァ テ Z を 境目 と し て 増加 か ら 減少 へ 移り 変 
わっ て いる な ら 。, 

点 (2。 の ) は グラ フ の 山 の 頂 上 に な っ て いて , 

ァ テ 6 の 付近 (ただし, ァ > キ ) で は 7(?) く 2 の 2 ーー ……… ⑧⑯ 
が 成立 し て いる . 

この よう に , ⑳ が 成立 する と き 7(z) は る で 極大 で ある 
と いい , 7(2) を 極大 値 と いう . すなわち , 極大 値 は 関数 の 局所 
的 な 最大 値 で ある . 

同様 に し て , > テニ 2 に お いて 極小 の 意味 や , 極小 値 の 意味 
も 定め られ る . 


て っ 
o 


1? 念 の た め に くり 返す と , (>) が ァ > テム で 極大 な ら ば , 7(2) は 
ァ ー テ og の 付近 に お ける 7(z) の 最大 値 に な っ て いる . 
げ (>) が ァ テ で 極小 な ら ば , 7(2) は マテ g の 付近 に お ける 
(>) の 最小 値 に な っ て いる . 
も ちろ ん , ァ テ o6 の 付近 に お ける 話 で あっ て , 変 域 全体 で の 最 
大 最小 と , 極大 極小 と の 間 に は 単純 な 関連 は な い . 
2" “ ァ ーg の 付近 で は "(ある い は , “6 の 近傍 で は ") と いう 用 
語 は 便利 な の で よく 用 いら れる . これ は , 
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“ ァ ー6 を 内 部 に 含む 十分 小さ い 開 区 間 を と れ ば , そこ で "と いう 
意味 で ある . 

3* 極大 値 , 極小 値 を 一 括 し て , 極 値 と いう . これ を 極限 値 と 混同 
(な と と 


[定理 ] バァ ) が ァ テ Z で 連続 で 。 その 近く で は 増減 
メー ム SE 緒 な ら ば , と 
ァ ーo の 右側 で 減少 


7(z) は =g で 極大 | 蛋 値 
ァ ー6 の 左側 で 減少 | な ら ば , 
5 の 人 げ (z) は ヶ テ 6 で 極小 

で ある 。 


1? いい か えれ ば ぱ , 
“ー6 の 前 後 で 増加 か ら 減 少 に 移り 変わ れ ば 
ァ ーo で 極大 で ある ”" 
と いう こと に な る . 極小 に つい て も 同様 . 


[定理 ] 関数 /(z) が , 区 間 7 の すべ て | 没 分 係数 の 符号 
の ァ に 対し て ,。 と 増加 ・ 減 少 
(1) (>)>0 な ら ば 7 

(>) は 7 で 増加 で ある . 


(2) げ (Z) ニ 0 な ら ば 

げ (z) は 7 で 定数 で ある . 
(3) 7(z) く 0 な ら ば 

7(z) は 7 で 減少 で ある . 


上 プ ( ァ )ー ァ ” に つい て は 。 ア (>) 三 2z 
上 ァ く 0 で アア (Z) く 0 … 区 間 >< く 0 で 7f(>) は 減少 
区 間 >>0 で 7(z)>0 … 区 間 >x<0 で 7(z) は 増加 


2" アア (⑦) ニ 0 と な る > が 1 点 存在 する と き , そこ で (>) が 一 定 と 
いっ て は な ら な い . 実際 例 3 で 。 (0) ニ 0 で ある が , プア (>) は , 
0 ァ 全 0 で 減少 
区 間 >=0 で 増加 
で ある . (増加 ・ 減 少 に つい て の 初め の 定義 に あて は め て 見 よ /) 


3” 上 の 定理 の 厳密 な 証明 に は 数 学 四 で 学ぶ 「 平 均 値 の 定理 」 が 必 
要 で ある . 


768 SM 間 令 下 | 分 


[定理 ] 7(z) が ァ ーg で 微分 で きる と する . 極 値 で ある 
この と き (の) が 極大 値 。 また は 極小 値 の 
ーー ラプ (⑦ テ 0 条件 


94 1” この 定理 の 逆 は 成立 し な い / すなわち, 

“(2 の 三 0 で あっ て も , 7(2) は 極大 値 , 
また は 極小 値 で ある と は か ぎら な い ” 

[ 例 4 | (?) ニ アア (>) デ 37”, 

O (0)= ニ 0 だ が , 7(0) は 極 値 で は な い . 

2" 微分 で き な い 点 が ある 関数 で は , 7(2) が 極 
値 で ある か ら と いっ て げ (⑦= ニ 0 で ある と は 
限ら ない. 
7(>)=|z|。 7(0) は 極小 値 で ある が , 
(0) は 存在 し な い . 


AA2L 1 関数 の 増減, 極 値 の 調べ 方 邊 


前 節 に 述べ た 定理 は , 導 関 数 を 用 いて 関数 7/(z) の 増減 の 様子 
を 調べ る の に 役立つ . 

ア () の 符号 を 調べ る た め に は , 符号 が 入れ 替わる と ころ を 探 
すべ き で ある が , 数 学 IT で 扱う 関数 に つい て は , ア (y) の 符号 の 
変わ り 目 と な る > ヶ の 値 は 方 程 式 が (>) 三 0 の 解 の うち に 含ま れる . 

調べ 方 の 具体 例 を あげ て お こう . 

7(z) テ ニッパ ー3z : 導 関 数 を 求め る と 
(>) テ 3z*ー3 テ 3( ァ 十 1)( ァ ー1) 
/(⑫) 邦 0 解く と 。 みよ 1 

ァ 土 1 を 境目 と し て げ (z) の 符 
号 は 変化 し ,。 これ か ら , 7(x) の 増減 
7(⑦) | ノ 極大 ヽ 極小 ノ | の 様子 は 左 の 表 の よう に な る . 


1" と の よう な 表 を 増減 表 と いう . ノ は 増加 を , ヽ は 減少 を 表し 
て い ぃ いる. 関数 の 増減 の 様子 を 示す に は , 増減 表 が 簡単 で ある . 
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人 AA.1 1 導 関 数 の 応用 1 


I. 関数 の 値 域 , 最 大 ・ 最 小 
関数 (>) の 値 の 増減 の 様子 を , 
「 げ ( 々 ) の 符号 変化 を 利用 し て , 
定義 域 全体 に わた っ て 調べ る 」 
と , 自然 に 7/(z) の と りう る 値 の 範囲 ( 値 域 ) や 最大 値 ・ 最 小 値 
を 求め る こと が で きる . 


1” 関数 の 極大 ・ 極 小 を 求め る こと と , 関数 の 値 域 や 。 最 大 ・ 最 小 
を 求め ある こと と は , 良く 似 て いる よう だ が , 本 質 的 に は 別 も の で 
ある . 

極大 ・ 極 小 を 求め る の な ら , 単に (>) の 符号 の 変わ り 目 に の 
み 注 目 す れ ば よい (関数 の 局所 的 考察 ) が , 値 域 や 最大 ・ 最 小 を 求 
め る に は ,。 定義 域 全 体 に わた っ て 関数 の 増減 の 様子 を 考察 し な け 
れ ば な ら な い (関数 の 大 域 的 考察 )、 
と くに 最大 ・ 最 小 問 題 を 解く と き に は , 定義 域 の 端 に お ける 様 
子 を 調べ る こと が 大 切 で ある . 
2 LTSG 具体 的 な 手順 に つい て は 大 "B.420 


T. 不等式 の 証明 
導 関 数 を 用 いて 関数 の 増減 。 最大 ・ 最 小 を 調べ る こと を , 変 
数 を 含む 不等式 に 関す る 問題 を 解く < 一 つの 手段 と し て , 利用 
する こと が ある 。. 


に 「 ァ 生 0 な ら ば (1 十 ヶ )? 生 1 十 5 ァ 」 

が 成り 立つ こと を 示 そ う . 
げ (z) テ (1 十 >) 一 (1 十 5 ヶ ) 

と お け ば , 
ア (Z) テ 5(1 二 > 一 1 
ァ ッ >0 で (1 二 z)">1 で ある か ら (?)>0. 
し た が っ て , >=0 で 7 げ () は 増加 で ある . 
し た が っ て , > 和 テ 0 で は 7( ヶ )= ミ 7(0) 三 0 で ある 。 
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皿 . 関数 の グラ フ 
関数 の グラ フ を えがく た め に は , 次 の いく つか の ポイ ント 
を 押え る こと が 有効 で ある . 


る 大 域 的 性 質 る 
1) グラ フ の 存在 する 範囲 (定義 域 。 値 域 ) に 注意 する . 
2) 関数 の 特徴 (た と を えば, グラ フ の 対称 性 な ど ) に 注意 する . 
3) 無限 に 遠方 の 様子 , 洒 近 線 に つい て 調べ る . 


る 局所 的 性 質 を 
1) 関数 の 増減 , 極大 値 ・ 極 小 値 を 求め る . 
2) 特殊 な 点 (関数 に 不 連続 な 点 , 微分 で き な い 点 ) な ど が あ 
れ ば , その 付近 の 様子 を 調べ る . 
3) 座標 軸 の 交点 な ど を みる . 


1" 3 次 関数 4 次 関数 の グラ フ は 問題 解法 に あたっ て 特に 重要 で 
ある . これ ら に つい て は , と くに A4.12 に まとめ て お く . 


IV. 方 程 式 の 多重 解 
ア (z) を 多項式 , を 定数 と する と き , 'z テ eZ が 方 程 式 
ア (>) テ 0 の 解 で ある ' と は , ' ア (2) ニ 0 が 成り 立つ "し こと, す 
な わ ち " ア (z) が ァ 一 eg で 割り きれ る "こと で ある . 
これ に 対し , 重 解 は , 次 の よう に だ 定義 され る . 


[定義 | ヶ =c が 方 程 式 P(z) ニ 0 の 重 解 で ある 重 解 の 
と は , P(<) が (>ー の * で 割り きれ る こと で ある. | 定義 


重 解 に 関し て は , 微分 法 を 用 いた 次 の 定理 が ある . 


[定理 ] P(z) を 多項式 , 2 を 定数 と する と き , 量 般 と 
は P( ヵ )=0 の 重 解 と 全 P( の =P( の =0 導 関数 


昌 ア ( ァ >) テ ニッ パー3 ァ 十 2 と お く と , 
アア (>) テ 3(z*ー1) P(1) ニ ア (1) ニ 0 な の で ァ テ 1 は この 方 程 式 
の 重 解 で ある . 
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実際 , 
ア ( ァ >) テ ( ァ ー1)(z 十 2) で ある か ら , ァ ー1 は 2 重 解 で ある . 


衝 イ RS 証明 な ど は cgrB.408 


V. 速度 , 加速 度 
[定義 ] > 軸 上 の 動く 動 点 P の 時 刻 7 に j ぉ | 芝 度 と 加速 度 
ける 座標 (z 座標 ) を * と する . > は 時 間 
7 の 関数 で あり , 
P の 速度 = 空 ーー 
の 6 9 
の 且 2 /226 
P の 加速 度 し ( 公 ) ェ ー ィ ァ (?) 


1? ?>0 な ら ,。 P は x 軸 の 正方 向 に 向かっ て 動い て いる 。. 
の く 0 な ら , 負 の 方 向 に 向かっ て 動い て いる . 

2" いわ ゆる “ 速 さき "と は 。 速度 ヵ の 絶対 値 | ヵ | の こと で ある . 
3” 通常 の 力学 法則 に 従う 運動 の 場合 は , 必ず 速度 を も つの で > は 
7 で 微分 で きる . (SF で よく < 話題 と な る 「 瞬 間 移 動 」 で は 。 速度 が 
定義 で き な い 1!?) 

速度 と いう 用 語 は , 必ず し ゃ , 動 点 の 位置 の 変化 だ け に つい て 
だ けい われ る の で は な い . 
一 般 に , 時 刻 7 の 関数 で ある 量 々 に 対し て 宅 を 

る の 増加 系 

と いう . 増加 率 が 正 な ら 時 刻 と と も に 々 は 増加 し つつ あり , 増加 
率 が 負 な ら 減少 し つつ ある 。. 

速度 は 変位 の 増加 率 , 加速 度 は 速度 の 増加 率 で ある . 


- ト 
o 
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I. 3 次 関数 
代表 的 な 例 を あつ か う . 
(1) ニッ ァ "ー3z ・ 
の 3z*ー3 三 3( ヵ z 十 1)( ァ ー1) 
増減 を 表 に する と , 


ヶ 軸 と は ァ ヶ = テ 0, 土 3 で 交わ っ て いる . 
な お , 関数 は 奇 関 数 な の で グラ フ の 原点 
に 関し 対称 で ある . 


(2) 2 テ ァ ": 
73z* だ か ら , 増減 表 は , 


関数 は 奇 関数 な の で ,。 グラ フ は 原点 に 
関し 対称 で あり , 原点 で > 軸 に 接し て い 
る . 


3) 。y 三 21 士 み : 

の 三 3z* 十 1>0 で ある か ら 増 加 関 数 . 
原点 に 関し て 対称 で >ー0 の と き 1 
で ある か ら , 原点 で の 接線 は ッ ヵ ー ァ で あ 
る . 

(グラ フ の 曲がり 方 が 緩やか で , グラ フ 表 

示 の アク セン ト が な い の で 。 た と えば , 点 

(1, 2) を 通る こと な ど に 注目 する と よい ) 
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U. 4 次 関数 
4 次 以上 の 関数 の 扱い は , 導 関 数 が 3 次 以上 に な り , その 因数 分 
解 に , 数 学 B で 学ぶ 因数 定理 が 必要 と いう 理由 に より 新 課程 か ら 除 
か れ た . し か し 本 書 の 読者 に と っ て , その よう な 見 せ か け の 「 や さ し 
さ 」 は ,「 あ り が た 迷惑 」 と いう も の で あろ う . 代表 的 な 例 を あつ か 
の 
(1) テッ パー14z? 十 45*・ 
7 4*“ー42 ァ 2 十 90z 
ー2 ァ ( ァ ー3)(2 ァ ー15) 
増減 表 は 下 の よ うに な る 。. 


ァ 0 3 候 

有職 KRO ド 4 0 gOS 

y | ヽ 0 ノ ヽ 2 

> 軸 で は y テ 5, 9 で 交わ り , 原点 で 
接し て いる . 


(⑫⑰ 下 2 の 60622 一 722 
の 三 4z? 一 12 ァ ー72 テ 4( ァ ー3)(z* 十 3z 十 6) 
任意 の に 対し * 十 3z 十 6>0 
で ある か ら , 増減 表 は 下 の よ うに な る . 


性 意 | 数 学 思 で 学ぶ 方 法 で 曲線 の 凹凸 を 調べ る と, 
ァ 三 土 1 で 曲線 の 凹凸 が いれ か わる こと が わか 
る . 

(8) のみ 子 22 


9 が 0 
の ' 三 4?? 5 
増減 は 単純 で ある . NE 
グラ フ は 7? 軸 に 関し 対称 | 2 | ゝ 


0 
で , 原点 で ヶ 軸 に 接し て 


いる . 


ーー お お わり 主人 
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B. 401 
次 の 極限 値 を 求め よ . 
ail 2) jm デキ テー マー を 


>=2 アー ク マー0 


WS が 斑 ボ 一 2 


(3) Hm 


マー1 の の 


| アプ ロー チア いずれ も 07/0 型 の 不定 形 な の で , ある 変形 を 施す こと に 
より , それ を 解除 し ます . 


分 子 を 因数 分 解 攻 (1) 


パー16 _ ( ァ ー2)( ァ 十 2)(z* 二 4) 
の の = ニニ 
三 ( ァ +2)(z* 十 4) (> キ 2) 


lm (x 十 2)(z? 十 4) テ 32 


lim ニ 
2 記 


(2) gm) 
2 ァ 2z(/2 二 ェ 二 72ー ァ ) 
了 吊 
NR (> キ 0) 


ーー こと 
0 5 イデー 


2 9 
ァ ー1 (z 一 1)(/8z 二 1 十 2) 


ま 二 才 4 
rg “キリ 
WP に 9 EE 


由 3EN3EB55 記 SD' 14 


[ 注 ] (2), (3) に お いて は (42 十 の (2 一 の ニダー” と いう 公式 を 用 いて 
根 号 を 分 子 か ら 分 母 に 移し て (分 子 の 有理 化 ) か ら 約 分 する と いう 工 
夫 を 行っ て いる . 
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3 2 
jm ーー と ーs と な る よう に , 2 の 値 を 定め 


よ . 


[アプ ロー チア ァ ー 1 の と き , 分 母 つ 0 と な り ま す . し た が っ て , 極 
限 値 が 存在 する た め に は , 分 母 を 0 に する 因数 と 同じ 因数 を 分 子 が も 
ち , それ ら が 打ち 消し ( 約 分 ) 合わ な けれ ば な り ま せん . 

ニュ ー 7" 十 ア 7 十 の アー の 
090 ーー 衣 hm の る る 7 
ァ っ 1 の と き 分 母 一 0 と な る の で 。 lim が (Z) が 万 (y) の 分 子 を 


有限 確定 値 と な る た め に は , 分 子 一 0. つま り の の と 
lim(" 十 デ 十 g 一 の 2 一 の 0 っ まり, 7 々 ) が 
の 三 の E2 。  。 誤記 詳 5 ① 人 訪 <ー1 を 因数 に も 
で ある こと が 必要 で ある . つ 条 件 に 他 な ら 
① を 7(z) の 分 子 に 代入 し て を 消去 する と , SN 
民 2 こう 
ーー キーg キ 分 登 ① を 用 いて , Z 
_(e-1(〆+2z 寺 e+2) SM 
( ァ ー1)(z* 十 ァ 十 2) の 
2 上 2 ァ 十 
ef2 ("きり 
と な る . 
の ( 


の ボ 27 記 の 唱 2 2 半 5 


8MN00EM AA 


ァ * 十 ァ 十 2 4 
と な り ,。 これ が 3 に 等 し く な る の は 在 し た の で ① は 
なこ 03 ピ リー ドビー ま に 半 oo @) 十分 で も ある . 
の と き で ある . 


ゆえ に , ①, か ら 
ゥ ーー9 
を 得る . 
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原点 0 で ヶ 軸 に 接し , 放物線 ヵ =zz*(2>0) 上 の 0 と 
異な る 点 P を 通る 円 の 半 経 を ァ ヶ と する . この と き , P を 限り 
な く O に 近づけ る と き の ヶ の 極限 値 を 求め た い . 

(1) 点 P の zz 座標 を 7 と お く と き , ヶ を と 7 で 表せ . 
(2) P を 限り な く O に 近づけ る と き の ヶ の 極限 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チラ まず , 原点 O で ヶ 軸 に 接する 円 の 方 程 式 を 考え ます . 


(1) 左 図 の よう な , 原点 O で ヶ 軸 に 接する 
半径 ヶ の 円 の 方 程 式 は , 

7 の 4(27 7 に 三 み 2 | 出 二 ほ 02 ① 
と お ける . 


円 ① が 点 P(7。 2 の (7 キ 0) を 通る と する と , 
だ 十 (2 だ 一 ヶ )* 三 アァ 2 
だ 十 〆 だ ガー2g7?ー0 
が 成り 立ち 。 7 キ 0 で ある か ら 
ッ ー テ G+ の の 
と な る . 


( 2 ) “P が 限り な く O に 近づく "の は 。 ょ 7 つつ >0 の と 
き で ある の で , (1) か ら 求 め る 極限 値 


Sa 
EHP705E9 選 の 


を 得る . 


7 本 問 で 求め た 極限 値 は 。 放物線 ッ ーgx* の 原 
点 付近 を , ある 円 と ほぼ 等 し いと 見 な し た (近似 と 
いう ) と き の そ の 円 の 半径 を 意味 する , 曲率 半径 と 
呼ば れる も の で ある . つま り , 放物線 ? ニ zz” と 原 
点 で 接する 円 は , >* 十 (7ー の ーー の や や 

?“ 十 (一 2)* 王 4 な どい ろ い ろ あ る が , 
ae し し 

が , “最も ピッ タリ と "放物線 ? ニ 2z* と 原点 O で 接 
し て いる と いう こと に な る わけ で ある . 


0 2 
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B.404 一 一 一 


6, の を 実数 の 定数 , ヵ を 自然 数 と する と き , 次 の 1), (2) を 
証明 せよ . 

(1) ゥ = のみ の) 王 ラ ダテ (2z 十 の 

(2) ヵ テ (Zz 二 の” 王 つ 7 テ z2(2Zz 十 の 


(1) は , 導 関 数 の 定義 に 戻り ます . (2) は , (1) を 利用 すれ ば 
BSCG| プ SR 人 
( 1) 7(z)= テ (ZZz 十 の) と お く と , 


ゲー が (x) jm デマ キー が < 導 関 数 の 定義 


ーlm et<+ め 上 りー ル eg+ の ) 


7(Zz 十 5 十 2) 一 (Zzz 十 め ) 
g 


ここ で 。Z の yy 十 三 る 。 6Z 王 7! と お く と , ヵ ー 0 の と き 
# っ 0 だ か ら 。 


三 lim 2・ 
ヵ ー0 


ゲーIme: ジール の 
還 計 ( < 導 関 数 の 定義 
ー の (gz 十 の ) 上 
(2) (2 友人 と お く と 。 
(Zz 十 の " 三 7 パ ZZ 十 の 
と な り , 微分 の 公式 に より , 
アプ (>) テ zz 人 (りーzz! 
で ある の で , 1) の 結果 か ら , 
{(Zz 填 の りーz2(Zz 十 の 
の 成立 が 導 か れる . 四 


[ 注 ] 1" 本 問 の 公式 は 使え る 場面 が 多い の で ,“ 積 の 微分 法 " の 公式 

( p 放 。 A4.7 p.163) と と も に , マス ター し て お くべ き で ある . 次 問 で 

練習 し よう . 

2* 実は , これ は 数 学 皿 で 学ぶ 合成 関数 の 微分 法 
(gc) ナー ア (2(?))・ の (?) 

の 特別 な 場合 に 過ぎ な い . 
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次 の 各 関 数 を 2 通り の 方 法 で 微分 せよ . 

(方 法 1) 展開 し て 項 別に 微分 する . 

(方 法 2) 前 間 B.404 の 公式 を 利用 する . 
(1) ヵ テ ( ァ +1) (2) (2Z 十 1) 
(3) = 4 3 


微分 法 の 公式 を 実際 に 用 いる 練習 で す . 
(WW B.404。 A4.7) 
{が (?) 十 が (z)】 区 (1) (方 法 1) ゥ ニタ ? 十 8z? 十 3 ァ > 十 1 


= ゲ (⑦) 十 が (⑦) … が 三 3z* 十 6 十 3 
(。 7 : 定数 ) 

((z+ の 7 2 (方 法 2 ) =( ァ 1) 

ー%(z 十 の "“ … ダテ 3( ァ +1)* 


(2) (方 法 1) 16z* 十 32z? 十 24z* 十 8z 十 1 
… の 三 64?? 十 96z* 十 48 ァ 十 8 
(方 法 2 ) 三 (2z+1) 
… が の 三 4(2z 十 1)*2 
ー8(2 ァ 十 1)? 


(3) (方 法 1) 32 一 240z 十 720z* 
ー1080z? 十 810z* 一 243z5 
ゲ ダテ ー240 十 1440 ァ ー3240z* 
十 3240z? 一 1215y* 


((Zz+ の 9 租 (方 法 2 ) 2 三 (2ー3z) 
三 %(Z 十 の" に 2 … の 三 5(2 一 3z) 人 (一 3) 
(2-3z)ーー3 式 ーー15(2 一 3z)* 


[ 注 | どちら の 方 法 で 微分 し て も 結果 は 同じ で ある が , 特に , (2),(3) 
で は , (方 法 2 ) の 方 が 簡明 で ある . 
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(1) 曲線 ?= ァ \ー3z 上 の 点 A(2,2) に 
の 方 程 式 を 求め よ . 

(2) 曲線 ヵ ー ッ %ー2z? 十 1 に 点 B(3。1) か ら 引い た 接線 を す 

べ て 求め よ . 


お ける 曲線 の 接線 


[アプ ロー チ > (1) は , 接線 を 求め る 基本 問題 で す . (2) で は , 点 B が 曲線 
上 の 点 で は な い の で , (1) の よう に , 直接 求め る 接線 の 傾き は 分 か り ま 
せん . そこ で , ァ ー/ な る 点 に お ける 接線 を 求め て 。 そ れ が 点 B を 通る 
と 考え ます . これ は ,。 この 手 の 問題 解法 に 共通 する 一 般 的 な 手筋 で す . 


(1) / テ 3z*ー3 より , ヶ ー2 に お ける 9 
接線 の 傾き は |。-。 王 3・2*ー3 三 9 で ある . 
さつま 

ター2 テ 9( ァ ー2) 

リー9 ァ ー16 
(2 ) 2 テッ ー2z2 二 1 memernint ① 
より , の 3z* 一 4 と な る の で , 曲線 ① の ァ ー/ 
な る 点 に お ける 接線 は 

ター( だ 一 2 だ 十 1) 三 (3 だ ー4 の (zー の 

ッ ー(3 ア どー4 の ァ ー2 が お 十 2 だ 填 ]1 …… ⑨ 
で ある 。. 
これ が 点 B(3。1) を 通る の は , 

1 三 3(3 だ ー4 の 一 2 お 十 2 だ 十 1 

2 お 一 11 だ 十 127 王 0 

(2 デー117 12) テ 0 

(7 一 4)(27 一 3)= テ 0 


/ 一 0 また は 4 また は 坊 


の と き で ある 。. 
よっ て ,。 これ ら の の 値 を ② に 代入 する こと に 
より , 求め る 接線 は 3 本 あり , その 方 程 式 は 


1 と 7 三 82x 一 95 と 9 デオ ャ ー オ 


ど な る 。 


曲線 ?ー ィ ? …… ① 上 の 異な る 3 点 A, B, C の 座標 
2 で で の の 6G と の る 。 
(1) A, B,C が 1 直線 上 に ある た め の 2, 2, c の 条件 を 
求め よ . 
(2) A, B, C に お ける 接線 が 再び この 曲線 と 交わ る 点 を 
それ ぞ れ AB', C′ と する . A, B, C が 1 直線 上 に あ 
れ ば , A'。 BC′ も また 1 直線 上 に ある こと を 示せ . 


A(2。 の ), B(5,。 の ), C(c, の ) で ある . 
(1) “A, B, C が 相 異 な る 点 ” で ある こと か ら 。 
A,。B, C が 1 直線 上 に ある た め の 必 要 十 分 条件 は 
AB, AC の 傾き が 一 致す る こと , つま り 
シリー 則っ eb 
の の 2 
の 十 2 の 2 十 ゲニ 〆 十 oc 十 * 
(2ーc)(2 十 5 十 c) テ 0 
で あり , の 2ーc キ 0 ゆえ これ は 
g 十 5 十 c 三 0 と 必要 十分 で ある . 
(2 ) ① よ り = テ 3z* だ か ら , A に お ける 接線 は 


ッ ー の テ 3Z の ( ァ ー6) … yg 三 3 の ァ ー227 0 の tt の ②) 
①, ② か ら ヶ 2 を 消去 する と , "ーー3gz 十 2 の 7 三 0 
①, ② は ァ ー6 箇 en (*ー の *( ァ 十 22) テ 0 FPPPCPCLD ③ 


で 接し て いる の と な り , これ の ァ Z 以外 の 解 が A' の 座標 で ある . 
で , ( 々 ー の * を し た が っ て , また 同様 に し て 
人 2 に A' の 座標 ーー2g 
は , 初め か ら わ のみ 庫 杯 が ニー ク 2: や = ④ 


か っ て いる 。 
C の 座標 ニー2c 
2 人 
いま , A。 B,、C が 1 直線 上 に ある の で , (1) に より 
6 十 6 十 c テ 0 
よっ て ,。④ か ら 


の 十 の 十 @ テ ー2(2 十 5 十 c) テ 0 
これ は , y? ニ ァ " 上 の 3 点 A。 BC' も 1 直線 上 に あ 
る こと を 示す . 血 
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1 寺 の (の t 国 雪 35 ラ 52022 お が 
は 


ア (2) テ ア (2) テ 0 
で ある こと を 証明 せよ . 


まず , 一 般 の 多項式 (>) を 2 次 式 (> 一 e)* で 割っ た と 
き の 余 り を 求め まし ょ う . 


ア (z) を ( ァ ー の )* で 割っ た と き の 商 を (z) 余 2 次 式 で 割る の 


り i22 の が に の 衣 ど 2 く と 。 信 だ か ら , 余り は 
P(>)=( ァ ー の 2(Z) 十 2z す 5 …… ① 1 次 以 下 の 整 式 . 
が 任意 の 実数 > に つい て 成立 する . 
① の 両辺 を > で 微分 する と , 人 積 の 微分 法 
アア (>) テ 2(xーg)2(z) 十 (一 og)72(Z) 十 2 …… ② 計 これ も の 司 等 
①, ⑨⑳ で =Z と お く と 葉 
1 よ | g 王 ア ((@) 
ア (@)=Z 6 テア (@) 一 @P(( ゐ ) 


と な る の で , /(y) を (>ーo)* で 割っ た と き の 余 り 
は 

ア (@ の z 十 ア (@ の ーg ど ((@) 
で ある . 
し た が っ て , ア (>) が ( ァ ー の * を 因数 に も つ , つま 
り , ( ァ ー の “で 割り 切れ る た め に は 

アア (@z 十 ア (@ーgP(2 テ 0 
が 恒 等 的 に 成立 する こと が 必要 十分 で ある . その た 


め の 条 件 は 
| (RE < 任意 の * に つい 
ア ( の ーーg/(( の ニテ 0 (2) テ 0 て Az+B= テ 0 
で ある . 岬 ぐつ AB= テ 0 


[ 注 ] 整 式 /(z) が (>ーe)* を 因数 に も つと は , 方 程 式 P/(>) ニ 0 が 
ァ ー ゥ を 重 解 に ち つ こと に 他 な ら な い の で , 上 で 示し た 定理 は , 次 の 
よう に 表現 で きる . 


| 整 式 (の) と 定数 @ に つい て 。 
方 程 式 (>) ニ 0 が > テ o を 重 解 に も つ で つつ 7( の = ア (Z)= テ 0 


782 $4 微 分 
B. 40 


2 曲線 Cu: y 三 一 * 十 ZZ。 Cs: ッッ パー2 ァ ー の が 点 
P(1, c) に お いて 接する よう に 定数 2。 6, c の 値 を 定め よ . 

た だ し , 2 曲線 が “ 点 P に お いて 接する ”" と は , 点 P を 共 
有 し , か つ 点 P に お ける 接線 の 傾き が 一 致す る こと で ある . 


[アプ ロー チ > 定義 どう り に 考え れ ば 解決 し ます . 


7) 詩 ニ 2 の 2 二 2 
0 
10 2 
の (>)ー3z*ー2 
まず , 2 曲線 C」。C。 が 点 P(1, c) を 共有 する た 
め の 条 件 は , 

7Q①)=g(1)=c 
1 DC ① 
三光! = 9) 
で あり , さら に , 点 P で の 接線 の 傾き が 一 致す 
る た め の 条 件 は 
ア ①⑪=〆①) 


どら 3 お 1 くど: 


g 一 21 
レー 東原 ee ⑨③ 
で ある . 
よっ て , を ①, ⑨② に 代入 し て 
cg 三 3 
6 ニー3 を 得る 
c 三 2 


2 曲線 り 2(60 ヶ ッ の) 0 
が ァ ー ゥ e な る 点 で 接する (の = テ g(@) 


が 成り 立つ . 
これ は , ( ヶ ) テ ニア ( ヶ >) 一 9(z) と お く と き , 2) ニ が (⑦ テ 0 と も 同値 と 
な る の で , 整 式 /(z) は (> 一 の * を 因数 に も つこ と に な り (% 受 B. 408), 
次 の よう な 解法 も 可能 と な る . 
パー2 ァ ーー( 一 yy* 十 gz)ー( ァ ー1)*( ァ ーw) 


が 恒 等 的 に 成り 立つ 条件 (両辺 の 係数 が 等 し い ) を 考え る . 
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を すべ て 求め よ 。 


[アプ ロー チ > 一 方 の テー な る 点 で の 接線 が 他方 と どこ か で 接する 
と 考え ます . 


ター ァ *” 上 の 点 (@,。 の ) で の 接線 は , 

の 3z* より 。 み ッ ー の ーー3g の ( ァ ー ム ) 
3 の ァ ー29 の 90 mimeihtit ① 

直線 ① が 放物線 ッ = ニ ァ * と 接する の は 。 両者 か 

ら ? ヵ を 消去 し た ょ の 2 次 方 程 式 
ダー3 の の 十 2 の 三 0 

が 重 解 を も つ , つま り 


判別 式 =(32⑦*ー4・2〆Zー0 判別 式 
=0 また は の = ……: FG デ 大 学 へ の 数 学 1 
。ー0 また は 92 一 す ⑨ の 
の と き で ある . A1.6 p.13 


程 式 は ② の 値 を に 代入 する こと に より , 
64 1024 


ro 


[ 注 ] 1* ーッ ァ ” 上 の 点 (8, ) で の 接線 
/ 三 2 一 克 12 919. ③ 
と ① と が 一 致す る と き , それ が 共通 接線 に な る こと を 利用 する 手 も 
ある . つま り , ①, が 一 致す る 条件 は 
3g2ー22 か つ 2@ の ーー 
2” 上 の 解答 と は 送 に , 直線 ③ が 曲線 ヵ ー ァ * と 接する と 考え る と , 
“ー2/ 十 デー0 が (実数 の ) 重 解 を も つ 条 件 を 求め る こと に な る が , 
3 次 方 程 式 な の で 得策 で な い . 
3” 共通 接線 を ッ ーz 十 2 と お き , 各 曲 線 と 連立 し て 得 ら れる > の 
方 程 式 が それ ぞ れ 重 解 を も つべ きこ と か ら 
1 
ァ パ ーー 2 三 ( ァ ー/)* 
が 恒 等 的 に 成立 する 条件 を 考え る (CB. 409[ 注 ]) こと も 可能 だ が , 
これ も や は り 得 策 で は な い . 
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B. 411 
2 平面 上 で 直線 ?ー ニ だ (*ー/) が 7 の 値 に よら ず 定 曲線 
ヶ 三 * に 接する と いう . ヵ の 値 を 求め よ . 


一 般 に , ッ ? 王 (>) と ヶ 王 g( ァ ) が ァ ーo な る 点 で 接する 
7(@= テ g(@②) 
と は 1 と な る こと で す . 
1 
バァ ) カ y* 
4 
の ( ヶ ) 三 3 が x* 
の SG VS ま 
ッ ー ア (y) と 2 三 g の Z) が 接する " 
を っ う 7(@⑦=g@ の か つげ (@⑦=g(@) を 満た す 実 


ど は お 3. ぐ と 


数 が 存在 する " 
で ある か ら , どん な 7 に 対し て も eg を うま く 選 べ ば 
だ ( ゥ ヶ 一 の テカ o" OO ① 
9 eo の ②) 
が 成り 立つ よう な か ヵ の 条件 を 求め れ ば よい . 
①x3ー②xg より が だが (22 一 8 の =0 。 ……… ⑥ 
で ある .。 7 キ 0 の と き は , は, 
gー ラ 7 ee ⑬③ 


⑨② と ③ を 満たす 診 と 選ば な けれ ば な ら な い . これ が ① を 満た す た め の 
も の は , ① を 満 条件 か ら 


769 訂 5 27 4 
前) に 還っ 
の ( す 2 1) GO 27 
逆 に 曲線 ッ 一 で は 。 ァ ニッ すなわち ァ ニ ラテ 7 な 
る 点 で 直線 ? 王 だ (>ー の に 接する . 
4 


よっ て 求め る P の 値 は P= 愛 


リー で は 直線 群 ッ ー ド (ー/) の 包絡 線 と 呼ば れる も の で す . 
直線 群 の 通過 範囲 を 調べ て みる と 接する 様子 が よく わか り ま す . 
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- 間 線 C : ッ ー タ ツー カ z 十 9 上 の 1 点 P に お ける 接線 7 が , 
C と PP 以外 の 点 Q で 交わ る と する .。 その よう な 接線 7 の う 
ち で ,Q に お ける C の 接線 と 直交 する も の が 存在 する た め 
の か ヵ の 条件 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 点 P の > 座標 を yー ニ 7 と お く と , B.407(2) と 同様 に し 
て , 点 Q の 座標 が 7 で 表せ ます . そこ で , 直交 条件 は …… と 
ーッ"ー カ ァ 十 の つつ つつ ① 
ター ア (>) と お く と , (>) 三 3z?ー ヵ カ と な る の で , 
点 P(。 だ 一 刀 十 2) で の ① の 接線 は 
9 一 (だ デー が 十 の (3 だ デー が (>ー の 


・ ーー 2_ ol 
ie0 9 7 ② 。Q①@ は >-/ な 
と な る 。 ①, か ら ヶ を 消去 する 2 る 点 で 接し て い 
ダ "ー3 だ ァ 十 2 だ =0 る の で (xー/* 
( ァ ー が (> 十 2 の 0 信 を 因数 に も つ . 


ドー ニッ 
よっ て , P で の 接線 7 が Q で の 接線 と 直交 す 

る の は ア ( の (一 2 の テー1 

(3 だ デー の (Q2 だ ー が テー1 

36 が 一 15 の だ 十 ゲ キ 1 モ 0 0 ……… ③ 
が 成り 立つ と き で ある . 
し た が っ て , ③ を 満た す 実 数 値 7 が 存在 する よ 
うな ,。 い いか えれ ば , 


ーー 水夫 ooo ④ 
と お いた zz の 2 次 方 程 式 
36〆ー15 が z 十 が +1 三 0 。 ……… ⑤ 
が , z テ 0 な る 解 を 少な く と も 1 つも つよ うな 
2 の 条件 が 求め る も の と な る . ⑤ が 異 符号 の 解 
⑥ の 2 解 の 積 = そ エ よ >0 より , 求め る 条件 は ,。⑥ る “ー0 を 解 
に も つこ と は な 
が 正 の 2 実数 解 を も つこ と で ある の で , い . 
0 ョ 解 と 係数 の 関係 
_ 15 の MC 大 学 へ の 数 学 1 
2 衣 の 和 = ニ 8 0 ニュ ー ア プロ ー チ , 
大 4 A1.7 p.14 


Go5O 


2750 引 SI 飲 盾 馬 分 


(1) 7(z) テ ッ ァ *ー6z* 十 8 一 3 の 極 値 を 求め よ . 
(2) パタ リー パー7 ァ ター4 ァ 十 5 の 価 類 を 示 め ま 。 


[アプ ロー チッ > 整 関数 /(x) が ヶ ーo で 極 値 を と と る た め に げ (@) 三 0 は 
必要 条件 に すぎ ませ ん . 極 値 を 見 つけ る た め に 本 質 的 な の は “ ア (z) 
の 符号 変化 ” で す . 


9? 王 (>) (1) アア (>)=4z?ー12 ァ 十 8 
4( ァ ー1)*( ァ 十 2) 
( ァ ー1)* ミ 0 で ある の で , 
ァ キ 1 に お いて は , が (Z) は ヶ 十 2 と 同 符号 
と な り , 7(y) の 増減 表 は 下 の よ うに な る . 


極大 値 : な し 
極小 値 ニ ア (一 2) ニ ー27 


これ よ り 。] 
を 得る . 
( 2 ) (zz)= テ 3z*ー14 ァ ー4 
に 5( ニーMOUN (SE 
=3(> 3 放 3 ) 
より , 7(y) の 増減 は 下 の よ うに な る . 


(= ゆ 上 り 4) 
(の を (2 

で 割っ た . これ より , 極大 値 ニ 7(Z) と な る . 

ア '(@)= ニ 0 ゆえ と ころ で , 

これ を 用 いる と 。 1 も NL 92 6 
7( の の 値 を 氷 ツー(3ー14z (3z ) 較 
め る の が 楽に な で ある の で , 

る ・ 122 , 17 一 803 十 122.61 


7 コー“『 ち ー 27 
と な る . 
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BB. 414 


げ (>)=| z? 5 EZ 
(1) 2= テ 7(>z) の グラ フ の 概 形 を か け . 
(2) 7(>) の 極大 値 , 極小 値 を すべ て 求め よ . 


[アプ ロー チア まず , 絶対 債 を は ず さ な いと , コト が 始ま り ま せん . 


(1) 1) ダー8z>0 の と き 。 す な わ g 還 還っ 
ーY 3 く ヶ く 0 また は 3 < く ヶ > に お いて は 
プ (z) ニ (z?ー3z) 十 3 ァ >ー ァ * 
(3272 
で ある の で , グラ フ は 図 1 の よう に な る 。. 


OO27SSU 拓 の 620 語 59 ミ 7 ホウ 1 の 3 
ベー73 また は 0 く ヶ く 73 に お いて は 
7(z) ニ ー(z?ー3z) 十 83 ヶ ニ テーz3 十 6Z 
ア ( ヶ ) テ ー3z? 十 6 ニー3( ヶ 72 )(>ー72 ) 図 2 9A 
で ある の で , グラ フ は 図 2 の よう に な る 。. 


缶 ) y* 一 3z 三 0 の と き 。 すなわち , 
ー ツ 3 また は 0 また は 73 に お いて は , i), 

ii ) の グラ フ は つなが る . 
以上 より , ニア げ (z) の グラ フ は 図 3 の よう に な る . 
( 2 ) ヵ = テ 7(z) の グラ フ を 参照 する こと に より 

極大 値 ニ チ ( ツ 2 ) ニ 4/2 

極小 値 デ ア ( 土 73 ) 三 土 873 
が 分 か る 


("ーー3z 生 0 の と き ) 
ー の " 十 6> (?"ー3> ミ 0 の と き ) 


[ ま ] 7⑦=[” 


だ か ら と いっ て 。, 
(あこ 愉 (s*ー3z 識 0 の と き ) 
ー3z? 十 6 (“一 3z ミ 0 の と き ) 
と する と と は で き な い . ァ ー0。 土 73 の と き に げ 了 げ (>) が 存在 する か ど 
うか が 分 か ら な いか ら で あ る . また , 7(0) が 極 値 で な いこ と は 極 値 の 
定義 (。 A.4.9) に 戻れ ば 明らか と な る . 
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$4 微分 


B.415 一 


ア (>) ニ ダー ん た z” は 極大 値 4 を も つと いう . 


定数 た の 値 を 定め よ . 


[アプ ロー チ > /(y) の 符号 変化 を 調べ る こと に より , が (>) が 極大 に な 
る ァ の 値 を 見 つけ ます . 


7(>) ニ ダー 友よ り 


7⑦=3z*-2z=8z(> 全 ) 


i ) 一 0 の と き , (>) 三 3z? 生 0 より 。 ア げ (z)= ァ 『 
は 単調 増加 と な り 極 値 を と ら な い の で 不適 . 


ii ) を >0 の と き ,。 増減 表 は 左 の 
よう に な る の で , 7(z) は >= テ 0 で 
極大 値 ニ 7(0) ニ 0 ( キ 4) 
を と る の で 適さ な い . 
后 ) を く <0 の と き , ii) と は 逆 に 
7 は の 三 276/8 
4 


極大 値 =7( 人 ーー 坊 だ 


50 の 
よっ て , 極大 値 三 4 と な る の は 


だ テー27 … ん テー3 


の と き で あり , これ は ん く 0 に 適し て いる . 


| : 0 人 
が (の 上 | 0 三 0 引 
(>) | ノ 極大 ヽ フ 
1 了 
7@ 0 一 0 二 
7) グ 極大 ヽ ス 
4 
た は 実数 . 参 ーー4 
ニー3 
で ある . 
i) テー0 i) を >0 岳 ) たく 0 
KA 
0 


[ 注 ] 


ゆえ に , 求め る た の 値 は 


ア (z) は “z? の 係数 >0" の 3 次 


関数 で ある か ら , 極 値 を も つの は , 


も つ 」 本 
は 「 ア (z) テ 0 の 小さ い 方 の 解 」…⑤⑥ 
で ある こと を 既知 と し て 解答 し て も よ 
. この 場合 , の の 条件 は を キ 0 で あ 
り , か ら は , 極大 を 与え る > の 値 


し 
ァ ー 
2773 ass る た <0 


「7(>) 三 0 が 異な る 2 つの 実数 解 を 


・⑦ の と き で , 極大 と な る ヶ > 


9 た >0 
が 導 か れる . 
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7(Zz) ニ 十 ZZ? 十 巡 が , ニー1 で 極小 値 を と る よう な 
実 定 数 2。 ヵ の 条件 を 求め ,。 こ の 条件 を 満た す 点 (2, の ) の 存 
在 範囲 を 22 平面 に 図示 せよ . 


8 


[アプ ロー チ > /(>) が 微分 可能 で あっ て も , (一 1) 三 0 と な る こと は , 
7(z) が ヶ ニ ー1 で 極小 値 を と る た め の 必 要 条 件 に すぎ ませ ん . 


ア (z) 三 3z* 十 2Zz 十 6 より , 
3 次 関数 /(>) が ニー1 で 極小 値 を と る た め に は , 
(一 1)= ニ 3 一 2g 十 5 デ 0 … 6 三 22 一 3 ……… ① 
が 必要 で ある . 
① を 用 いて (z) か ら 6 を 消去 する と , 
ア (?) ニ 3z? 十 2gz 十 (2 一 3) ニ ( ァ 十 1)(3z 十 2g 一 3) 
さて , ア (z) が ァ ニ ー1 で 極小 値 を と る た め に は , 
ァ デ テー1 の 前 後 で げ (z) の 符号 が 負 か ら 正 へ 変わ る 
こと が 必要 十分 で ,。 その 条件 は , (>) 三 0 と な る ヶ y 


の 値 に 注目 し て 。- ぞ 2 


3 
と な る こと で ある 。 
よっ て , g,。 5 の 満た すべ き 条 件 は ひか つ ② で あり , 
6 の 平面 に 図示 し て 右 図 の よう な 半 直 線 を 得る . 


マー]  …。 >3 …… ②⑨ 


[ 注 ] 1* ① の 下 で は , 尋 (>) テ (xy) 一 パ 一 1) に つい て が (-1)= 
(一 1) ニ 0 が 成立 する こと に 注目 し て , 次 の よう に ⑨② を 導く こと も 
で きる 。. 
較 角 ① の も と で , 

7 げ (>) 一 (ーー1) テ ァ " 十 gz" 十 (2Z 一 3) ァ ー( 一 4 十 2) 


三 (z 十 1)*(z 十 g 一 2). ター ェ オ og 一 2 
と ころ で , (>) が < テー1 で 極小 値 を と る と いう こ 


と は ァ ニ テー1 の 十分 近く (> キー1) で , 7(z)> パ 一 1) 
と な る こと と で ある .。 そこ で , ァ ニー1 の 十分 近く 雪 ス 
(キー1) で , > 十 2 一 2>0 と な る た め の 条 件 を 求め 
れ ば よい 。 よ っ て , (一 1) 二 2 王 2 テ 0 『. 2 ジラ 3 

2" “数 学 軸 "を 知る な ら , (>) が ァ =g で 2 回 微分 で きる 場合 
“(2 キ 0 な ら , ア (@) が 極小 値 を 作 了 ア (@⑦=0 か つ が (@⑳>0"”" と い 
う 関 係 を 利用 し て 解く こと も で きる . 
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B. 41 フ 


分 


7( ァ ) ニ 2z"ー3z? 十 6 ん z が 極大 値 と 極小 値 を も ち , その 差 


が 8 で ある と いう . 実数 た の 値 を 定め よ . 


[アプ ロー チ > 計算 の 工夫 が 解答 の ポイ ント で す . 


アプ (z)6(z?ー ァ 十 


ア () に 符号 変 まず , (>) が 極 値 を も つた め に は , 方 程 式 


化 が 起こ る こと 
が 条件 . 


ア の / 
げ (⑦) | 二 0 一 0 二 
げ (Z) | フ N ブ 
表 ① 


な ど を 直接 計算 
する の は 少々 面 
倒 で あろ う . そ 
の 手間 を 省く た 
め に ,。 (っ o) 
ー パ (8) が る と 
g の 交代 式 で あ 
る こと を 利用 し 
ボ 2N と (SGIVAO。 


の ssl 
ァ パ ー ァ 十 ん ) 2z? 一 3z2 十 6 
27"ー2z? 十 2 
ー 〆 十 4 
ー の 十 ァ ー た : 
(4 を 1) ァ 十 ん 


の を の 2 に な 0 主 oe ゆ 
が 異な る 2 つの 実数 解 を も つこ と , つま り , 
判別 式 ミ キー4 を >0 it ② 
が 必要 で ある . 
この と き , ① の 実数 解 を eg, 8( 々 くめ) と お く と , 
_ ユー カー4 を 。 。 1 キイ ー4 を 
2 > が 三 3 ⑥ 


で あり , また , 7(z) の 
極大 値 ニ ア (の ), 極小 値 ニ 7(/) 
(GS:2 生 3 の (GE 
ア 7( の 一 パ の =2(〆ー@)ー3(〆ー 十 64(Z 一 の 
=( ゥ ー の {2(Z 二 29 二 ー3(2 二 の 圭 6 刀 
ー( ゥ ー の {2(Z 二 の "一 2g28 一 3(Z 十 の 十 6 妃 
で あり , これ に , 十 テ 1 @9 王 た お よび ③ を 代入 
する と , 
7(⑦ー-7( の = テー バー4 を (2・17ー2 を 一 3.1 二 6 
= テッ 1ー4 を (1 一 4) ニ (1ー47 7 が. 
よっ て 。 丸め の 一 7( の 8 と な る の は 


( 旭 ー4)ー8 … 休 ー4 を =ー2 0 ……… @④ 
が 成り 立つ と き で ある . よっ て ,② か つ ④ か ら 
し の みこ 39 
1 一 4 ヶ 王 4 3 5 な ーー 記 


[ 注 ] 7(②, 7(8) を 計算 する に は , ge, 2 が , ① の 
解 で も ある こと に 注目 し て , 7(z) を z*ー ァ 十 で 


| 割っ た と き の 余り を 求め , 


ア 7(z)= テ (2 一 1)(z"ー ァ 十 / 十 (4 を 一 1) ヶ 十 ん 
に ァ ーe,。 / を 代入 し て , 
0 


と する の も うま い . 
(0 三 CSUGOHC 「 
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関数 プ 7(z) ニ ター3 太 7 十 8 ヶ ー2 に つい て , 
(1) 極 値 を も た な いよ うな 実数 た の 値 の 範囲 を 求め よ . 
(2) >>0 の 範囲 に 極 値 を も た な いよ うな 実数 た の 値 の 
4co200 


[p プ ロー チ > /(>) が 極 値 を も た な いた め の 条 件 は , 了 (z) に 符号 変化 
が 起こ らち な いこ と で す . 
アプ (z) ニ 3z*ー6 十 3 
三 3(z*ー2/ 十 1) 
より , 関数 ニア (z) の グラ フ は , 下 に 凸 な 放物線 
で ある 。 
(1 ) 7(z) が 極 値 を も た な いた め に は , 
ア (z) に 符号 変化 が 起こ らち な い 

こと が 必要 十分 で ある . その た め の 条 件 は , 

任意 の 実数 * に つい て ア (z)=0 
と な る と と,。 し た が っ て , だ ー1 ミ 0 
か ら ,。 一 1 ミミ 1 と な る . 


( 2 ) 7(z) が ァ >0 の 範囲 に 極 値 を も た な いた め 
に は 。 

ァ >0 の 範囲 で (>) に 符号 変化 が 起こ ちな いこ 
と が 必要 十分 で ある . その た め の 条 件 は , 

ァ >0 の 範囲 で つね に (>?)=0 。 ……… (*) 
と な る こと で ある . 

そこ で , デア (>) 王 3( ァ ー/“ 十 831 一 の) 
の グラ フ の 対称 軸 : x ニ 7 の 位置 で 分 類する . 


i) >0 0 mimehthet ① の と き 。 
ア (>) は ん で 最小 と な る か ら 
(*) を つげ (の =31 一 の ま 0 の ……… ② 
OSS0 呈 押 目 全 meces ③ の と き , 


アプ (z) は ァ >0 で 増加 し , (0)= ニ 3 ミ =0 より , (*) 
は 成立 する . 
よっ て , 求め る の 値 の 稼 囲 は 
(① か つ ②) また は ③ か ら , 
た ミ 1 と な る 。. 
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B. 41 
プ ( 々 ) ニ パー2z? 十 ZZ” が 極大 値 を も つよ うな 実数 2 の 値 の 
範囲 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 4 次 関数 の グラ フ は 「 指 導 要 領 」 で は 数 学 IL の 範囲 外 で 
す が , 重要 話題 で す 。 ジッ クリ 勉強 し まし ょ う . 


(>) は “z* の 係数 >0”" の 4 次 関数 で ある か 
ら , ザ げ ( 々 ) が 極大 値 を も つ "…… ⑳ 拓 133 語 92 
次 曲線 ?ー ニ 7(z) が 2 つの 極小 点 と 1 つの 極大 点 を 
も つ "” こと と 同値 で あり , し た が っ て 。 ま た , “3 次 
方 程 式 (>) ニ 0 が 異な る 3 つの 実数 解 を も つ " 
Oh ⑯′ こと と 同値 で も ある. と ころ で , 
ア (Z)= テ 47?ー6z* 十 2Zz 三 2z(2z2 一 3z 十 の ) 
で ある の で , ⑳' は , 
2 次 方 程 式 2z?ー3z 十 2 王 0 が 0 以外 の 異な る 2 
(2 ニニ 0 の 解 つの 実数 解 を も つ 
こと と 同値 で ある . 
よっ て , 求め る 2 の 値 の 範囲 は 
司る A 』 
2・0*ー3・0 二 2 キ 0 


の か つ g キ 0 で ある . 


8 
[ 注 ] 上 の 解答 で は , /(z) が ア (<)=4z( ァ ー の ( ァ ー6) (2。 は 互い 
異な る 0 で な ぃ い 実数 POCCCCCLD (*)) と 因数 分 解 さ ん る た め の 条 件 を 


求め た こと に な る . ここ で 条件 (*) は 重要 で , も し (*) が 成り た た な 
い 場 合 , た と えば , g テ 0 (2 三 0) と か g 王 /(Z テ 9/8) の 場合 を 考え る 
と , 下図 の よう に な り , いずれ も 極大 値 を も た な い . 
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B.4 ら 0 - 


関数 /(z>) ニ 3z*ー8??ー6z* 十 24 ァ 十 3 に つい て 。 次 の 定義 
域 に お ける 最大 値 , 最小 値 を 求め よ . 

に 2 

(2) 0 


[アプ ロー チ > まず , ア (z) を 因数 分 解 し て , 増減 宜 を か きま す . 


アプ (Z) ニ 12z* 一 24y*ー12z 十 24 
12(“ー2z?ー ァ 十 2) 
三 12( ァ 十 1)( ァ ー1)( ァ ー2) 
(1) 7(z) の 増減 表 は , 下 の よ うに な る 。. 


『 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
! 
! 
! 


1 
! 


これ より , 最大 値 ア (1) ニ 16 
また , 最小 値 は /(1) ニ ー16 と 7(2②) ニ 11 の うち 。 
小さ い 方 な の で 
最小 値 = ア (一 1) テ ー 

( 2 ) 一 2 ミ ァ <3 の 稼 囲 に お ける (>) の 増減 は 下 
の よう に な る . 
人 必要 な 7(x) の 
値 を 計算 し て 表 
の 中 に 記入 し て 
陸 000 16 こみ DESS き IE (49) | ある . 
これ より , 最小 値 ニ (一 1) ニ ー16 で ある が 
ー2 ミ ァ く 3 の 範囲 に お いて , 

ア (z) く 7(3) テ 48 
で あり , 変 域内 で > ヶ が 3 に 近づけ ば , 7(z) の 値 は い 
くら で も 48 に 近づく こと が で きる の で 

最大 値 は な い . 


[ 注 ] 「 定 義 域 全 体 に わた っ て 関数 値 を 調べ る 」 こ 
と が 大 切 で ある . また , 特に (2) な ど は , 増減 表 だ け 
か ら “最大 値 は な い " と いう こと を 判断 し に くい の 
で , グラ フ を 描け ば よい . 


ター5 
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B. 4g1 


#>0 を 定数 , げ (>) ニ ァ ? 十 83/Z 十 P と する 。. 

(1) ヶ デ 1 の と き , 右辺 を 7 の 関数 と みな し て g( の と お く . 
関数 2 の (7>0) の 値 域 を 求め よ . 

(2) 7 が 7>0 の 範囲 で 変化 する 時 ゥ = ニア 7(>) の グラ フ が 通 
過す る 領域 を z 平面 上 に 図示 


[アブ プ ローチ (1) で は まず ァ > を ある 特定 の 値 (1) に 固定 し て 調べ て 
み ま す . 次 に (2) で > を 動か すこ と に よっ て グラ フ の 通過 する 領域 を 求 
め ま す . 
( 1 ) y1 の と き 
9 の (0 だ 十 8 だ 1 ① 
① の 両辺 を 7 で 微分 する と 
の (の 3 だ 十 67 王 37(7 十 2) 
で ある か ら , ヶ 三 (の) の 増減 表 は 下 の よ うに な る . 


し た が っ て , 求め る 値 域 は ゅ >1 で ある . 


( 2 ) (りー だ 十 3z だ 十 z? を で 微分 する と 
アプ ( の =3 だ 十 6z7 デ 377 上 27) mitmttm ① 
で ある か ら , 次 の よう に と ァ の 値 で 場合 分 け する . 
i ) >0 の 場合 

⑨② よ り = テ g( の は 7 一 2z で 極大 値 

(一 2z)= テ 5z?. 7 王 0 で 極小 値 /(0)= ァ 3 

を と る . し た が っ て , 求め る 値 域 は ゥ >z? 


> 。 。 富 ) ァ ー0 の 場合 
の 王 刀 
ググッ ⑨② よ り (の =3/ で ある か ら , 求め る 値 域 は 


ヶ >0) 三 0 
近 ) > く 0 の 場合 
② よ ょ より ヶ テ g(⑦) は 7 一 0 で 極大 値 7/(0)=z. 
7 一 2z で 極小 値 7/( 一 2z) 三 5z? を と る . 
し た が っ て , 求め る 値 域 は ッ =7( 一 2 ヶ ) 三 5z* 
以上 を 図示 する と 左 の よう に な る . 
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選 . 4 らら 


を を 正 の 定数 と する と き , 0 ミ ァ > ミ 4 に お ける 
プア (>) ティ ァ ( ァ ー3/)* の 最大 値 を 求め よ . 


[アブ プ ローチ まず , ヶ ニ 7( ァ >) の グラ フ を 描き ます . 


ア (?Z)=(zー3/ 十 z・2( ァ ー3 が き 積 の 微分 法 
3( ヶ ー が (> 一 3 が 
を >0 より 。 を く <3 を な の で 
極大 値 ニ (なー4 だ 
極小 値 ニ 30 
と な り , ヶ ー ア (>) の グラ フ は 右 の よう に な る . 
図 の よう に , >3 た に お いて ,。 (>) テア (4 だ 
と な る ヶ の 値 を ヶ と お け ば , o は 
ァ ( ァ 一 3 一 4 お, つまり ( ァ ー/ が 人 ( ァ ー4/=0 
の >3 を 満た す 解 で ある か ら , g 三 47 と な る . =7(z) の グ 
そこ で , 変 域 の 右端 の >ー ニ 4 と を お よび 4 と の ラフ は 固定 し て 
大 小 で 分 類する と, 次 の それ ぞ れ の 0S ミ zS4 の 範 お いて ァ ニ 4 
囲 に お ける ヶ ー7(>) の グラ フ を 得る . を 動か し て ゆく . 


i) 4 ミ ん ij) た ミ 4 ミ 4 た 損 ) 4 な ミミ 4 


最大 値 三 7(4) 


以上 より , >) の 最大 値 は , 
0 く < を ミ 1 また は た =4 の と き , 
プ (④⑰ 王 4(4 一 83 ん) 
1 ミミ 4 の と き , 
(な = ニ 4 だ 
で ある . 


B. 3 ら 3 


72 に | 際 25 記 03 証 oo の と き 。,。 z の 関数 
ッ ーー (3 一 信 ) の 最大 値 を 求め よ 。 


| アプ ロー チア ァ ー1/2 と お け ば ヶ は の 整 式 で 表 さ きれ ま す . する と , 
は z1。 1/2。 1/3。…… と いう 離散 的 な 値 を と る 変数 に な り ま す 
が , それ を 連続 的 な 値 を と る 変数 と みな し て 議論 を 進め ます . 


| 


英 還 ニー ィ ァ と お く と 。 
ッ ー ィ (3 一 2z) 皇 が (?) mememtrts ① 
と な り , > の 変 域 は 
4 
マー1。 め の 記 933 罰 隊 直 ⑨) 
と な る . いま , を 
(US 了 軸 還 諾 議 詞 訪 氷 記事 記 coccouoo ③ 


の 範囲 の 連続 的 な 値 を と る 変数 と 考え れ ば , 
万 (>) ニ (3 一 2z)" 十 ・3(3 一 2) 人 (一 2) 
(3 一 2z)(3 一 8z) 
より , 右 の よう 
な 増減 表 が 得 ら 
0 RSS 


そこ で ,。 も と の 変 域 ② に お いて は , 


きす と と 訪 の うち の ヶ の 最大 値 =max |F() | 

言 に 近い 方 の =max(7(③, 7②) で ある . 
7 

ェ の 値 で 最大 に ここ に 。 7 ニー なー 生生 サー/(2) だ か ら 

な る と いう の は 

誤っ た 推論 . 求め る ヶ の 最大 値 =/(3 = 没 あ る 、 


[ 注 ] この 種 の 問題 に は 。 7( ヵ +1) 一 7( ヵ ) の 正負 や 0 と 1 の 


大 小 を 見 て , 直接 の 変化 に 応ずる (%) の 増減 を 調べ る と いう 解法 
も あり 得る が , 本 問 の 場合 に は あま り 適 当 で な い . 
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日 . 43 ら 4 
横 15 cm, 縦 8 cm の 長方形 の ボー ル 紙 の 4 隅 か ら , 同じ 

大 き さ の 正方 形 を 切り 取っ て 箱 を 作る とき, この 箱 の 容積 
を 最大 に する に は , 切り 取る 正方 形 の 1 辺 の 長き を いく ら 
に すれ ば よい か . 


AGGS2 


| アプ ロー チ > 図形 に 関す る 最大 ・ 最 小 の 基本 問題 で す . 切り 取る 正方 
形 の 1 辺 の 長き さき を cm と お いて , 箱 の 容積 を > の 関数 と し て 表し ま 
す が , この 際 , 図形 的 な 意味 か ら 定 まる . “> の 変 域 " を 明示 し て お 
く こ と が 大 切 で す . 


切り 取る 正方 形 の 1 辺 の 長き を (cm) と す 
る と , 箱 の 縦 。 横 , 高 さ は それ ぞ れ 
8 一 2 ヶ 。 15 一 2Z。 Z (cm) 
と な る の で 箱 の 容積 (cm?) は , 
ニテ (8 一 2z)(15 一 2z)z 


2(229 一 2322 十 60 ヶ 7) it ① 
2 の 
また , ヶ の 変 域 は , “ 縦 , 横 , 高 さ が 正 " 人 ベ 変 域 は 。" 図 に 
半 暫 5 現われ る 長 さ が 
8 一 2z>0 か つ 15 一 2z>0 か つ z>0 ず すべて 3 と W 
(OSG77< き 4 時 eo ② う 条 件 か ら 定 ま 
で ある . ① よ ょ り の: 
あら お 失 
5 ー23y 十 30) 三 4(3z 一 5)( ァ 一 6) 
5 これ か ら , 増減 増減 表 に は 。 変 
宙 上 3 (4) | は 左 の 表 の よう に 域 の 両 喘 も 記入 
4 十 0 本 な り 5 の 7 縛 変 域内 だ 
5 け で 調べ る . 
MM 2 さ る 


の と き は 最大 と な る こと が わか る . 
よっ て , 1 辺 の 長 さ を 訪 cm に すれ ば よい 、 


[ 注 ] の 変 域 の を 押え る こと と , 最大 を 与え る > の 値 ③ が 変 域内 に 
ある こと を 確認 する こと が 本 質 的 に 大 切な こと で ある . 


7989 $4 微分 
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(1) 四面 体 PORS が PQR= ン RQS= ン SQP= テ 90" お よ 
び PR=PS=Z (定数) を 満た す と き , この よう な 四面 体 
の 体積 の 最大 値 を 求め よ . 

(2) 四面 体 ABCD が ,。 AB=BC=CD=DA= テ Z( 定 数 ) を 
満た す と き , この よう な 四面 体 の 体積 の 最大 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (①) で 注意 すべ きこ と は 前 問 B.424 と 同様 で す . (2) は (1) 


( 1) PQ= ニ ァ > と お く と , z の 変 域 は 
0 く <y く 2 0 ml ① 
で あり , へ PQR 寿人 へ PQS より , 
QR=QS= ソ 〆ーz? と な る . 
よっ て , 四面 体 の 体積 は 


レー さ へ PQR・QS 


= で (の ー ァ り 


と 2 が 3 る: 
人 二 | 


箇 2 方 訪 ) 
より , ① の 範囲 に お ける の 増減 は 左 の よう 


区 な り 。 と れ よ り 。 ァ ーー 語 の と き に は 


最大 値 ち @ を と る . 


( 2 ) BD の 中 点 を M と する と , 

と AMD= ン CMD= テ 90" で ある . 

いま , BD を 固定 する と, 体積 が 最大 と な 
る の は , 2 面 ABD, BCD が 垂直 。 つま り , 
ン AMC=ー90" の と き で ある . 

と の と き , 四面 体 ABCD の 体積 は , 四面 
体 DMCA の 体積 の 2 倍 と な り , 四面 体 
DMCA の 体積 の 最大 値 は , (1) で 求め て いる 
の :G で で の 2 人 RUZ1G5 


最大 値 一 23〆 を 得る . 
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語 ミ 10 cm, 上 底 の 半径 Zcm, 下 底 の 半径 cm (2 くめ ) 
の 直 円 雛 台 が ある . この 円 雛 台 の 中 に 半径 cm の 直 円 柱 を 
内 接 き せる . た だ し , 円 柱 の 軸 は 円 雛 台 の 軸 に 一 致し , 円 柱 
の 下 底 は 円 雛 台 の 下 底面 上 に あり , 円 柱 の 上 底 は 円 雛 台 の 
上 底 ま た は 側面 に 接する も の と する 。. 

ァ が 0 か らら まで 変わ る と き , 直 円 柱 の 体積 (cm?) が 最 
大 と な る ヶ の 値 を 求め よ . 


0 く ヶ くる 2 の と きよ り も ァ ー2 の と き の 方 が 
体積 が 大 きい こと は 明らか で ある か ら , の 最大 
を 調べ る に は 変 域 : 2 ミ ァ < く 5  ……… 
に つい て 考え れ ば よい . 

右 の , 軸 を 含む 断面 図 に お いて , 円 柱 の 高き を , 
AYCー ッ (cm) 陸 と , 2 : 10 三 の 一 ァ : 2 一 2 より ,。 


の ーッ (2 の) 
と な る の で , 2 


アテ ァ zzy* ッ ー テ っ “(の 一 ) 


SIG 前 | Ro ① の 範囲 
で , (>) テ z*(5ー ヶ ) を 最大 に する の 値 を 調べ る . 


ア (⑦=2 が 一 3z*=3z( 人 ー) 
より , 20/3 が 変 域内 か 否 か で 分 類する . 


i ) gc< の と き , ア 4 学 (の 
右 の 増減 表 よ り , ア (?) 本 | ミー 
ェ ー ク で 最大 2 川上 邊 2 、 


9 党 sg の と き , 


右 の 増減 表 よ り , 
ァ ーo6 で 最大 . 
月 委 遇 選 め 26。 


レ が 最大 に な る = iG あ の 


本 "<…< g ぐ 25/3 の と き 
ED o 生 2 の /3 の と き 


00 4 人 役 箇 分 


日 . 4 ら フ 


7(?) ニ オメ ダー ダー ラテ y* と する 。 曲線 Cg=7(>) 上 の 


相 異 な る 点 に お ける 接線 の 傾き が 同じ 値 に な る と いう . 
この よう な 相 異 な る 点 が と れる の 値 の 範囲 を 求め よ . 


[アフ ロー チ > 
件 を 考え ます . 


りー の) 


ァ の 方 程 式 /( ヶ ) 三 %% が 異な る 実数 解 を も つよ うな 条 


が (z) デ アー3z* 一 9 より , 
ダー3 ァ 2ー9 ァ ーー DO こつ つつ ① 
が 異な る 実数 解 を も つよ うな の 値 の 範囲 が 求め る 
も の で ある . 
そこ で , ① の 左辺 を 9 (>) と お き , 
曲線 ? 三 9( ァ ) と 直線 y 王 
が 2 個 以上 の 共有 点 を も つよ うな 条件 を 考え る . 
の (>)ー3z*ー6xー9 
3( ァ ー3)(z 十 1) 
より , ヶ 王 の (Z) の グラ フ は 左 の よう に な る . 
よっ て , 求め る の 値 の 範囲 は 
ー27 ミ 7z 主 5 
で ある . 
[ 注 ] 1"” 3 次 方 程 式 ① が 異な る 実数 解 を も つ 条 件 
は 。 関数 
Az) ニ テッ パー3z2ー9z 一 7 
の , 極大 値 ミ 0 か つ 極小 値 ミ 0 
(極大 値 )・( 極 小 値 ) ミ 0 
ー1)・(3) ミ 0 
な る 条件 か ら も 得 ら れる . (Eog" B.429) 
2" 数 学 四 の 知識 を 必要 と する が , 上 で 求め た 7 
の 範囲 は , 変 曲 点 A, B を 端点 と する 弧 AB 上 
の 接線 の 傾き の 範囲 に - な っ て いる . 
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B. 488 
曲線 ヵ ー7(z) テ ァ ャ リー3z* 十 2* 十 1 に つい て 
(1) ゅ ー ァ 十 が ヶ ー ア () と 異な る 3 点 で 交わ る よう な ヶ %x 
の 条件 を 求め よ . 
(2) 曲線 ?= ニ 7(>z) 上 に 異な る 3 点 A, B, C を 同一 直線 上 
に な らぶ よう に と る . この と き , 3 点 A,B, C を 通る 直 
線 の 傾き 7% の と りう る 範囲 を 求め よ . 


[ プ ロー チ > 1) > に 関す る 方 程 式 が , 異な る 3 個 の 実数 解 を 持つ 条 
件 を 求め る 問題 に 帰着 し ます . まず , その 方 程 式 を 作り まし ょ う . 
( 1) 2 テッ パー3z2 十 2* 十 1 と ッ テ ァ 十 2 よ 
り ヵ を 消去 する と 
ダー3z2 二 ア 十 1 ニク CD ① 
ここ で g(z) テ ニッ"ー3z* 十 ヶ 十 1 と お いて 
9 三 gz) の 変化 を 調べ る . 9(y) ニ 3z?ー6x 十 1 で あ 
る か ら ヶ 三 の >) の 増減 表 は 下 の よ うに な る . 


5 の / _ 3-76 

9 は 

94(20 川 語 20U 認 ICO 計 有 2 和 呈 間 3 
の 々 ) e) の の 3 


し た が っ て ① の と の 実数 解 を ? ニ 9(z) と 2 の 
交点 の 座標 と 考え る と , 求め る の 条件 は 


9 の (の ニーV6 < ヵ < さ /6 王 g(o) 


( 2 ) 3 点 A, B, C を 通る 直線 は ヶ 軸 に 平行 で な 
い の で 2 三 ZZ 十 2 と お ける 。 

ッ デ ーッ パー3z“ 填 2x 十 1 に 代入 し て 》 を 消去 する と 
2"ー329 よ ⑫ ニ の オー 。 コー で ン ②) 

ァ の 方 程 式 ② が 異な る 3 つの 実数 解 を 持つ よう な 
2 が 存在 する た め の w の 条件 を 求め れ ば よい . これ 
は 9 ニッ パー3z“ 十 (2 一 7%)Z 十 1 が 極大 値 と 極小 値 を 
持つ よう な の 条件 に 他 な ら な い . すなわち 

(>) テ 3z*ー6 ァ 十 (2 一 久 ) テ 0 
が 相 異 な る 2 つの 実数 解 を 持つ こと が 必要 十分 で あ 
る の で 求め る 娘 の 範囲 は 3*ー3(2 一 7z)>0 

7 ニー1 


202 $4 微分 
BB. 4 ら 紀 


曲線 ヵ ニ ァ *ー3> に 対し て そこ か ら 相 異な る 3 本 の 接線 
が ひけ る よう な 点 (2, の ) の 存在 範囲 を 求め 、。 そ れ を の 平 
面 に 図示 せよ . 


[アプ ロー チ > 途中 まで は , B.406(2) で 学ん だ 手筋 で す . 
の 3z*ー3 より , 曲線 の ニー7 に お ける 接 
線 は , 
ター( だ 一 3 の =3( だ デー1)( ァ ー め の 
ヶ 三 3( だ ー1) ァ 一 2 だ 
で 表 さ きれ る. これ が , 点 (2, の ) を 通る の は , 
の 三 3( だ ーー1)2 一 2 だ 
2 デー32 だ 十 32 十 2 の モ 0 mt ① 
が 成り 立つ と き で ある 。. 
りつ っ)(G で 
# の 3 次 方 程 式 わ が , 相 異 な る 3 実数 解 を も つ …② 
よう な (2, の ) の 範囲 が 求め る も の で ある 。. 
① の 左辺 を , 7() と お く と, 
アプ () テ 6 だ デー62g7 王 67(7 一 の ) 
⑨ が 成り 立つ た め に は , 
1 が 2 つの 極 値 を も ち , 
極大 値 >0 か つ 極小 値 く 0 
と な る こと が 必要 十分 で ある . 


その 条件 は , 
極 値 を も つ 条件 玉 (0)・7(⑦) く 0 
2 キ 0 は これ に … (5 十 3 の (5ー〆 十 8 の く 0 
含ま れる . で ある . 


これ を の 平面 に 図示 し て , 左 図 斜線 部 を 得る . 

た だ し , 境界 は 含ま な い . 

[ 注 ] 左 図 に お いて , 2 ニー32 は 2 ヴー32 の 原 
点 で の 接線 で 。 こ れ ら の 境界 線上 の 点 か ら は , 2 本 
の 接線 が 引け , 白い 部 分 の 点 か ら は , 接線 は 1 本 だ 
け 引 ける . 
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B. 430 


1 つの 頂点 に 集まる 3 辺 の 長き の 和 が すす で , 対角線 の 長 


さ が (/ 陸 で ある 直方 体 が ある . この 直方 体 の 体積 を し と す 
る と き , の 最大 値 。 お よび 最小 値 を 求め よ . 


3 辺 の 長き を >, ヶ ,。 < と お き , それ ら の 間 に 成 立 する 関 
係 式 の 対称 性 に 注目 する の が うま いで し ょ う . 


1 つの 頂点 に 集まる 辺 の 長 さ を 2, 々 と お 


ァ オ 9 キタ ニテ 7 ① 
Ce アオ アダ ー デ OO ここ こ コ OO (⑨) 
ZZー ル ーー ③ 
① の も と で は ,。⑨ は り _ 33 
ER、 。、 Po @ = (z 二 ヶ 十 る ) 2(zy 十 gg 十 zz) ニ デ 
と 同値 と な る の で , ①, ⑨②, ③ つ まり , ①, ⑨, ③ 9 \ 33 
を [ 訪 ) 一 2(2y 十 填 e2) ニ ーー 
を 満た す ヶ 。 9,。 る は , 3 次 方 程 式 (3) -2w+g+ oo 
ぴー を だ 67 一 レニ 0 ie: な ④ 
の 3 つの 解 に な る . し た が っ て , の と りう る 値 の 二 3 次 方 程 式 の 解 
範囲 は , と 係数 の 関係 
④ が , 7>0 の 範囲 に 3 つの 実数 解 を も つ ( 重 解 数学 B 
を 許す ) swisis ss る (*) 
よう な の 範囲 で ある . 
④ の 左辺 を 7/() と お く と / 1 2 
が (⑫ 三 8 だ 97E6 


げ (⑰ |+ 0 一 O+ 


三 3(7 一 1)(7 一 2) 
より , (の の 増減 は 右 表 の よう に な る . 
ゆえ に , (*) が 成立 する た め の 条 件 : 
げ (0) テ ミー<0 


7①= す ー ミ 0 ー 2 ミレ ミュ 


げ (2)= ニ 2ー ア sg0 
か ら 。 P の 最大 値 う 最小 値 2 を 得る . 


げ ( の | N ズ 


2 の 2  $4 微 分 


B. 431 


2, 2 は 正 の 定数 。 > は ァ >0 の 範囲 の 変数 と し て , 


アプ (>) ニ 〆 十 の 十 yー32ZZ 


の 最小 値 を 調べ る こと に より , 任意 の 正 数 2。 の, c に 対し 


EC 


の 十 の の 十 c" 


が 成り 立つ こと を 示せ . 


指示 され た 通り 考え て ゆけ ば 解決 し ます . 


6 の >0 革 


7(z) ニ の 十 の 十 s9ー32 が y 
ア (?) 三 3(z*ー 2 の ) 


3( 々 十 Y22 )( ァ ー722 ) 
還 り 2 ジ 0 
の 範囲 で の 
げ (z) の 増減 
は 右 の 表 の よ 
うに な る . 


し た が っ て , (>) は > デニ 2 の の と きだ 最小 に な り , 
最小 値 ニ ア (Y22 ) 
ー の 十 が ー2/ の が 
ー(@ー7)% で ある . 
よっ て 。 これ が 0 以上 で ある こと か ら 
ァ >0 の 範囲 で 。7(z)=0 
まり 
Cagarm220=72720 の ー0) 計 年 証 っ CO3O00Y ① 
が 成り 立つ . そ こ で ,① に お いて , と く に , ヶ 三 c(>0) 
と お け ば ,。 の 十 十 の ー3・g0c 和 =0 


3 る 3 
を す ど > gc が 得 ら れる . 和 


[ 注 ] “等 号 は いつ 成 立 す る か " と いう 要求 は な い の で , 答案 と し て は 
これ に 触れ な く て も O.K で ある が , 調べ れ ば g デ 6 王 c の と き に 限り 
成り 立つ こと が わか る . 


研究 本 問 の 結果 で 2, の, c を それ ぞ れ 2, リ 5, パ c で お きか えれ 


ば 3 変数 の 場合 の “ 相 加 ・ 相 乗 平均 ” の 不等式 が 得 ら れ ま す . 


と 7//】 


因 85 積 分 國 証 還 証 


ロ 。 キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 


積分 法 


| | 不定 積 分 一 積分 定数 
記号 VG) りん 2 
= 不定 積分 の 公式 (定数 倍 ・ 和 ・ 差 ) | 


ーー| 赴 積 分 記号 7( 々 ) gz トー 積分 変 


し ーー 積分 区 間 , 上 下端 
| 定 積分 の 性 質 | | 計算 公式 (定数 倍 , 和 , 差 ) | 


積分 区 間 の 扱い 
偽 関 数 ・ 奇 関数 の 定 積分 


正 値 性 


- ca] 


ーー | 定 積 人 の 進ん だ 応用 層 体積 計算 | 


動 点 の 裕 位 と 道のり | 
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公選 .1 イイ 定 積 分 8 


まず , 微分 の 逆 演算 を 考え よう . 


[定義 ] と の 関数 7z) が 与え を られ た と き , 微 


分 すれ ば (>) と な る 関数 (x) の こと を 
げ (z) の 原始 関数 と いう . 


すなわち 


(>) は 7() の 原始 関数 原始 関数 
を が (>) テ ニル ァ ) 


1" 微分 し て 得 ら れる 関数 を 導 関 数 (derivative : derived function 
[ 導 か れ だ 関数]) と 呼ぶ の で , 反対 に , 導 関 数 と し て 7(>) が 導き 
出さ れる 源 ( み な も と ) の 関数 と いう 意味 で , 原始 関数 (primitive 
[原初 的 。 第 一 の ] function) と 呼ぶ の で あろ う . 


の < アァ?。 の" 十 1。 7ー3 は どれ も 微分 すれ ば 2> と な る . 
し た が っ て , これ ら は いずれ も ゃ 2z の 原始 関数 で ある . 
な お 原始 関数 の こと を 反 導 関数 (anti-derivative) と よぶ こ 
と も ある 。 


7(z) が (z) の 原始 関数 の 1 つ な ら ば , C を 任意 の 定数 と し て 
(>) 十 C 
も 7(>) の 原始 関数 の 1 つ で ある . 実際 , 
((z) 二 C)/ー ア (>) 十 0 テア () 
と な る か ら で あ る . 
送 に , 7( ヶ ) の 原始 関数 は この 形 に 表せ る も の し か な い . な ぜ な 
ら ば , C( ヶ ) を げ ( ヶ ) の 任意 の 原始 関数 と し て , 
の (>) テ C(z) 一 万 ( ヶ ) 


と お け ば , 

の (>) ニ C(z) 一 (>) ニア (z) 一 7( 々 ) 

0006se| 1 ミト ーー ーー ーー の の : ③① 
で ある か ら , 適当 な 定数 C に 対し 

和仁 6ー。 。  。  。es ②③ 


と な る か ら で あ る . 
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つま り , 7(z) の 原始 関数 は , 無限 に た くさ ん 存在 する が , そ れ 
ら の 違い は 定数 項 だ け で ある . そこ で, この よう な , 関数 /(z) の 
原始 関数 を まとめ て 


WV) み 
と いう 記号 で 表し , これ を ( ヶ ) の 不定 積分 と よぶ . よっ て 
7() の 原始 関数 の 1 つ を (>) と する と 不定 積分 の 記 
号 と 積分 定数 


() み =fF()+C 


ここ で 定数 C は , 任意 の 定数 で あり , 積分 定数 と よ ば れる . 
与え られ た 7(z) に 対し て , その 不定 積分 や 原始 関数 を 求め る 
こと を , 7( ヶ ) を 積分 する (integrate) と いう . 


1" [ 例 2 Zr み ー デ C (C は 積分 定数 ) 


この よう に , 不定 積分 を 求め よ と いう 問題 に 答え る 際 に は , 積 
分 定数 を つけ て 答え る の が 正式 で ある . 


2 定義 より 。 そ VG) み =7G) 


3” 上 の 議論 で の か ら ② を 導く 部 分 は ,「 当 り 前 」 に 感ずる 読者 も 多 
いで あろ う が , これ を 厳密 に 証明 する の は 意外 に 高級 で ある . た 
と えば , 数 学 四 で 学ぶ 「 平 均 値 の 定理 」 を 利用 する 方 法 が ある . 


4" 実は 。 上 に 示し た 不定 積分 の 定義 は , 厳密 で な い .「7(z) の 原 
始 関数 を 「 ま と め て 」 と いう の が , 7(y) の 原始 関数 の 集合 を 作る 
こと な の か , が ( ヶ ) の 原始 関数 の 一 般 形 を 表す こと な の か , が 明確 
で な いか ら で あ る . 

大 学 以 上 で は , 原始 関数 と 不定 積分 は ,。 は っ きり 区 別 き され る が , 
それ で も その 区 別 は 概念 上 の こと で あり , 指し 示し て いる 実態 は , 
一 致し て いる と いっ て よい . し た が っ て 高校 レベ ル で この 違い に 
固執 する こと は , 実践 的 に は 無 意 味 で ある . 


ク 08 SD 認 柄 分 


公選 . 旬 不定 積分 の 求め 方 


すでに の べた 微分 法 の 公式 A4.7 か ら 直 ち に 次 の 公式 を うる . 


[定理 ] が 正 整数 な ら ば ァ * ァ の 
5 ま 3| 半 不定 積分 
\ ap 
(C は 積分 定数 ) 
1* [ 例 1] Vet み = オ キッ +C 
不定 積分 
理 
の の 線形 性 


①⑪ UM(⑦ み =AU/o) み (は 定数 ) 


⑫ N6) +g)J み =V(⑦) み TU の) 
G Ve)-gzjg=V(e) み -) 


2" ここ で, 7(?, 9⑦) は (の ) み 。 (ec)z が 定義 で きる よう 
な 関数 (た と えば , 2 次 関数 , 3 次 関数 。 …… っ 導 - 


3” 上 の 公式 に は , 両辺 に 不定 積分 が 現れ て いる . 積分 定数 に も と 
づく “不安 き ”" を 考え る と 。 たとえば, (2) は 次 の よう に 読ま ね ば な 
ら な い . 
“7( ァ ) 十 g(Z) の 不定 積分 の 全体 は , 7(z) の 不定 積分 と 2(>) の 
不定 積分 の 和 と し て 得 ら れる 関数 の 全体 と 一 致す る .” 


4” 上 の 2 つの 定理 を 組み 合せ れ ば , 次 の よう な 計算 が 可能 に な る . 
例 2 We みみ =8zeー12zT62ー1) み 
ー80ze み き 12Uz4 み 6Uz2 み ー みみ 


2 け 三 
ー ラ マ ィ 2 の (9 
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AA. る 8 定 柄 分 引 


考え て いる 区 間 2 ミ * ミ 2 に お いて , 7() の 1 つの 原始 関数 
(UN の CE の Y5 き 5 
激 ( の 020 。。。 。。 oe ③① 
を , 7(z) の Z か ら り まで の 定 積 分 と いい , 


(7 の) み 
で 表す . な お 。① の 量 を し ば し ば 
| の また 単に | ro)| 
と 書く . すなわち 。 


ら 
<4 


[定義 ] (>) が 区 間 Zs ァ る 2 で 7(Z) の 原始 | 定 積 分 
関数 で ある と き , 9 


ら 
@ 


7Z(⑦ み =| Fe) | = が の - な ⑦ の 


中 (>) ニ 2 と する と , 左 (z) ニ >” は 7(z) の 原始 関数 で 
ある . 


U2z み ーッ ト -*ー せ =8 
2" 定 積分 りみ に お いて 。 
げ (z) を 被 積分 関数 , 2 を 下端 (カタン), ヵ を 上 端 (ジョ ウッ 


タン ) と いう . また , 

> は 積分 変数 と よ ば れ , 区 間 2 ミ ァ > ミ 〉 を 積分 区 間 と い 
2 
定 積 分 の 値 は , 被 積分 関数 の 形 と 上 端 , 下端 と を 与え れ ば 定 ま 

り , 積分 変数 を 表す 文字 に は よら な い . 

すなわち 。 (7?) み = 7 のみ ー【7( の ーー 
3" 定 積分 の 下端 z。 上 端 の に つい て 
た </ 


で な いり 場 合 に も 廊 で 。 ! (>) み を 定義 する 


クタ 7 の S5 馬 横 の 


た と えば , 2 一 の の と き に は , 区 に よっ て , “6 か ら の まで の 定 
積分 "が 
ち 『 
U/⑦ み =| | = の - f( の =0 
と 定義 され る . この よう に 。 7G) み は 2。 6 の 大 小 に よら ず 女 
に よっ て 定義 され る わけ で ある . [ 例 2 ] 
例 2 U2z み =| | ニュ -9=-8 
4" いま 。 万 ( 々 )。 C(z) が と も に 7 げ (y) の 不定 積分 で あれ ば , 
G(z)= ア (>) 二 C (C は 定数 ) 
だ か ら , 
ち ち 
な (⑰-fF( の =G(⑰ーG(⑦, すなわち | | =| eG | 
が 成り 立つ . 
よっ て , 7(z) の 定 積分 を 計算 する と き に は , 7(z) の どの 不定 
積分 を 用 いて も よい . 


AA 避 .4! 定 積分 の 性 質 M 


以下 , 厳密 に いう と , 定 積分 を 考え る 関数 は すべ て 積分 区 間 内 
で 連続 で ある と 仮定 する . 数 学 II で 積分 を 考え る 関数 は , すべ て 
その よう に な っ て いる . 


[定理 ] 
ゲ ( 々 ) み 4 7 の (は 定数 ) 


G① V 
②⑳ (7 の +e⑦) み =0 7 の み +V go) 
⑬ 7 の ⑦-g⑦J み =U7⑦ み -V 2 の 


定 積 分 の 線形 性 


1” 証明 は 定 積分 の 定義 と , 不定 積分 の 線型 性 か ら 明 ら か で ある . 
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2" [ 暫 ] ( (3Z+4z- の のみ: 
(?? 十 2z*ー4 ヶ >) 一 3z2 十 4 ァ ー4 に 注意 し て , 
( (@z2+4z- み | の e+2Zー4z | 
ー(3+2・9* 一 4・3) 
作 王 2 ニル 


三 33ー5 三 28 
と し て も よい が 。 上 の 定理 に より 次 の よう に 計算 し て も よい . 


(3z+4z の みみ = gw+40 > み -40 


kN 


三 28 十 2・8 一 4・4 三 28 


[定理 ] 2。 2, c の 大 小 に よら ず 
G① Vo) み =0 


② (7⑦=-【7G 
@⑳ eg=V 7 のみ +V7G) み 


1" 証明 は , (>) の 原始 関数 の 1 つ を 刀 (>) と し て 定 積分 の 定義 を 
用 いれ ば 明らか で ある . た と えば ぱ ば, 
(のみ +V7(G) み =(F( の (2 の}+(F(-7( の ) 


ーf( の が ( の =V7(⑦ み 
2" 上 の (3) は 7(z) を 表す 式 が > の 範囲 に よっ て 異な っ て いる 定 積 
分 の 計算 の た め に も 利用 され る . 
2 0 リ 4 
本 2 ) 2lzlgw=\ 引 zl み +V2lzlg み 
そう し て , 一 1 ミ ァ >S ミ 0 で は , 2|z| テ ー2z で 不定 積分 は 一 > 
0 ミミ 2 で は , 2| ァ >| テ 2z で 不定 積分 は z* 


で ある か ら 。 
alzl み =V (-2o)w+U2z み 


0 2 
= に 請 | 隔 是 5 
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[定理 ] 
() 7( 々 ) が 仙 関 数 な ら ば /(*) み =207(⑦ の み 


(2) 7( 々 ) が 奇 関数 な ら ば り /(z) み =0 


偶 関数 と 奇 関数 の 定 積分 


1" 定義 域 に 属す る 任意 の ヶ に 対し て 7( 一 >)= テ 7(z) が 成り 立つ 
関数 7(z) が 偶 関 数 で ある . 偶 関 数 の グラ フ は ヶ ヵ 軸 に 関し 対称 で 
ある . 

定義 域 に 属す る 任意 の に 対し て 一) テー7 パ (>) が 成り 立 
つ 関 数 7(z) が 奇 関数 で ある . 奇 関数 の グラ フ は 原点 に 関し 対称 
で ある 。. 

の ?” は Z が 偶数 な ら 偶 関数 , ヵ が 奇数 な ら 奇 関数 で あ 

る . 


りみ =2U zz。 りみ =0 
る 上 端 の 関数 と みた 定 積分 多 
U/⑦ み は 。 を 固定 する と の 関数 で ある 積分 変数 を 


表す 文字 を 取り か えて 書く と 。 (ひみ は ヶ の 関数 で ある , 


と いう こと に な る . この 関数 を C(z) と お く と, C( ヶ ) は 目覚 
し ゅ 性 質 


i) G(⑦=0 
1) で ( 々 ) 三 バァ) 
を も つ . すなわち 
微積分 法 の 
[定理 ] 7(⑦ み =G⑦) 基本 定理 


で どう  @(zZ) 三 7Z) か つ 』@(② の 三 0 


1? “ 定 積分 を 上 端 で 微分 すれ ば 被 積分 関数 が 出 て くる "と いえ る 。. 
また , (>) の 不定 積分 の うち , >ー ゥ 々 の と き 0 と な る も の が , 


定 策 分 \/( の OZ 
で ある と も いえ る 。. 
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2” 定理 の 証明 : 
(>) の 不定 積分 の 1 つ を () と する と , (>) ニ 7(z) で ある か 
ら 
G(<)= り (のみ ー が (⑦)ーF( の 


C(z) ニ が ( 々 ) テ >) 
貞 5 村 6 
逆 に 
| 層 ) ニ アァ ) 
(2)= テ 0 


のみ =|e の に ce)-e の = の 


で ある と する と 


定 積 分 
の 符号 


[定理 | Z< く 2 と する . 
2 ミ ァ ミ の 2 で /(⑦)=0 = っ (/@) み 0 


1 証明 : 7(z) を 7(z) の 不定 積分 の 1 つと する . 
9(?) ニ 7 の み ニ が (⑦) (<) を 考え る と 。 
の (>) ニ アア (>) テ /(z) ミ 0 
よっ て , の >) は Z ミ ァ S ミ 2 で 増加 で , 2(z) ミ (2) 三 0. 
U プ (⑦ み = の ⑦=0 
2” 上 の 定理 を , 2(>) 一 7(Z) に 適用 する こと に より 次 の 定理 が 得 
られ る . 


定 積分 


[定理 ] 2< く 2 と する 。. 
の 大 小 


の ミミ の で 7/(?) ミ 9(z) な ら ば 


(/ (の gs 2⑦w 


3? 一 |7(z)| ミ 7(z) ミ |7(Z)| は つね に 成立 する 不等式 で ある か ら 。 
Z く の な ら ば , 


-W7 の lgsV7o の sVI/G)|w, 
WZRWP2】P2 
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公選 . 選 面積 と 定 積分 M 


[定理 ] 区 間 2 ミ ァ ミ 5 で 7(z)=0 
で あり , 7(y) が 連続 で ある な ら ぱ , 


定 積 人 7=\ 7( 々 ) み 


の 値 は , 

ァ 軸 , 直線 デム ァ ー6 ム の 3 直 
線 と 曲線 ヵ ー7(z) と に よっ て 囲 
まれ る 部 分 の 面積 S に 等 し い . 


1" 証明 
S( の ) に より , 3 直線 ヶ 軸 , ヶ ー2, ァ ー7/ 
お よび 曲線 ッ ー ア (>) と に よっ て 囲ま れ 
る 面積 を 表す . 
この と き , 7 の 増分 7 に 対す る $( の 
の 増分 
5=5S(7 上 4 の 一 S( の 
は , 区 間 7 ミ ァ ミ 7 二 7 に お いて , 曲線 
ッ デ ア ( ァ >) と 軸 と の 間 に あ る 部 分 の 面積 
で ある . 


を 考え る と , 7 か ら サ 2 まで 
の 微小 範囲 に お ける "7(z) の 平均 の 高 


き " で ある か ら 。2#7 一 0 の と き ギー 
7() と な る こと が わか る . 

9 すなわち 
キク 
ae 

実は 。 7 く 0 の と き に も 同様 に 事実 が 
7(⑰ 成り 082 置 だ が つら で 
9 _e( の =7(8 Cue の) 
の 
4 7 す 2 すなわち , S() は 7 の の 原始 関数 で 
ある . 


し た が っ て 。, 
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7 の aw=V7 の み =S の 6-S⑦  …… ③ 
と ころ が , S(2⑦ー0 で ある か ら , 
0 に まい 2 の 


曲線 ? ヵ ニ パ バァ)= テ ァ (1 一 >)* の 軸 と 囲 
まれ る 有限 部 分 の 面積 を 9 と する と 


S=V7⑦ み 
三 い G 272 下 02 


還 還 生 護 2e ail 
Da ) 
1 


旨 表 


AA.⑤ 定 積分 の 応用 (面積 ) 


曲線 の 囲む 面積 は 定 積 分 を 応用 し て 求め られ る . 曲線 の 方 程 
式 が 与え を られ て それ ら が 囲む 部 分 の 面積 を 求め る に は , まず 曲 
線 の 概 形 を を が き , どの よう な 定 積分 で 表 さ きれ る か を 確認 し た 
上 で 計算 を 進め る . 9 
I. 区 間 [2。 中 で つね に 7(z>) ミ 0 な ら ば , ヶ 

軸 , ァ ヶ ー2,。 >ー ム お よび 曲線 ? ヵ =7(z) で 囲ま 

れる 部 分 

{(z。 |Z ミ z ミ 62,。 0 ミッ ミ ( ヶ )) 

の 面積 ぐ は 


S=\ Go) 3 ① 0 


な お , 一 般 に 面積 は 境界 線 が 含ま れる か 否 
か に 影響 され な い . 


1" 区 間 [z, で 7( ヶ ) の 正負 は 定まら な い が , 定 
符号 で ある こと が 保証 され て いる 場合 に は , ヶ 
軸 , ヶ ニ <, ァ ー ム 。 ヵ デー( ヶ ) の 囲む 面積 は 
s-V7 の gg に Tl 2 の 

ララ GNRIVSP 


また , 区 間 [z, ] で >) が 定 符 号 で な い 
と きも 


s=Vzelg 。。 …… ⑨③ 


と し て よい が , 実際 に 計算 する と き に は , げ ( ヶ ) 
の 符号 を 調べ て , た と えば 左 図 の 場合 な ら 


SV7 の ww-V7 の gg ー …… @ 
と 直し て か ら 計算 する こと に な る . 


2* 左 図 の よう な 部 分 の 面積 7 を 求め る に は , 
境界 の 曲線 の 方 程 式 を ヶ デ ge(》) と し て 


4 
ィ ー リ 2 の み Eucod ④ 
の よう に ヶ に つい て 積分 する の が 便利 で ある . 


[公式 ] 


20 に の 義 (GS ラル 6) 
7(Z) テ の Z) 
な ら ば , 
ァ ー ム の, 三 の , ッ 三 ア (Z), デマ ) 
の 囲む 部 分 の 面積 ぐ は 


S=V7⑦-g<)J 


1? 7(>)=9(z) と いう 大 小関 係 が 犬 切 で あっ 
て , (>), 9(z) 自身 の 符号 は どう で も よい . 


2* 2 曲線 ッ ー ア (>), ッ 王 g(Z) が 図 の よう に 交 
わっ て 作る の つの 部 分 の 面積 を ES る 
と の 1 


|7⑦)- の lgz=S+S 
で ある が , 

い (7G)-2) み =SーS 
2 の 
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指導 要領 に 従う と, 数 学 T の 積分 で は , 面積 まで と し , 体積 や 道 の 
り は (「 数 学 胃 ま わし 」 と いう こと で ) 扱わ な か いこ と に な っ て いる . し 
か し , これ ら は , 積分 法 の 最も 重要 な テー マ で あり , 過去 数 十 年 に 渡 
っ て 大 学 入試 問題 の 最 頻 出 単元 で あっ た . 本 書 の 読者 な ら 十分 に 理解 
する こと と が で きる し , 入試 に 向け て これ を 修得 し て お く こ と の メリ ッ 
ト は 十 二 分 に ある と 考え て , 敢えて 収録 する こと に し た . も ちろ ん , 
初 読 の 際 は , 省略 し て も よい だ ろう . 


公 避 . グ 定 積分 の 応用 (体積 ) 


I. 垂直 断面 積 と 体積 


[公式 ] > 軸 上 の 点 (z,。 0, 0) を 通り 
軸 に 垂直 な 平面 で の 切り 口 の 面積 が 
S(z) で ある 立体 の 


2 平面 x テ 2, ァ テ 6 間 の 体積 尼 は 
リー so) 


1” この 公式 は , 区 間 [2, >] の 部 分 に ある 立体 の 体積 を (>) と す 
る と (>) ニ S(<) が 成立 する こと を 。 A55 と 同様 の 論法 で 導 
く こ と に よっ て 得 ら れる 。 


2” 一 般 に , 立体 の 体積 を 求め る 問題 で は , 適当 な 座標 軸 を 定め , 
その と 軸 に 垂直 な 平面 に よる 切り 口 の 面積 S(>) が 計算 で きる な 
ら ば , 上 の 公式 の 利用 が 考え られ る . 


LU. 回 転 体 の 体積 


[公式 ] 区 間 [2, 如 で 曲線 ヵ ニ パ ヶ ) 
と 軸 と で は さま れ た 図形 を ヶ 軸 の 
まわ り に 回 転 し て 得 ら れる 立体 の 体 
積 は 


上 玉 寺 7 の 2 み ニア が み 


2700 55 主 横 再 2 の 


1* z 軸 に 垂直 な 平面 で の 立体 の 切り 口 は 円 板 で , その 面積 が 
S(z) テ z( げ 7(z) だ か ら , 下 の 公 式 は 上 の 公式 の 特別 な 場合 で あ 
る . 


2” [ 伯 | 半径 ァ ヶ の 球 の 体積 を 求め る に は , この 球 を 半 円 
ッ デ ソーy” と 軸 と で 囲ま れ た 範囲 を * 軸 の まわ り に 回 転 し て 
得 ら れる 回 転 体 と 考え て , その 体積 は 


= 2 が なー AU ( 2ー ァ ZZ 


7 3 7 
ー2zU( ァ “ー のみ =2| 2 アァ を に 登 の 


公選 . 選 定 積分 の 応用 (変位 と 道のり ) N 


I. 変位 と 速度 


[公式 ] > 軸 上 を 運動 する 動 点 P の 時 刻 # に お ける 速度 ? 
が ?ー ア (の で 表 さ れる と する 。. 
7 一 6。 7 一 ち に お ける P の 座標 を それ ぞ れ ァ i, xs と する 


と 。 7 一 Z2 か ら 7 一 2 まで の 変位 (座標 の 差 ) は 
ター ムー( みり 7( の み 


直線 上 の 動 点 の 変位 
1" の か ら 直 ち に 得 られ る .。 


2 地上 30 m の 点 か ら 真 上 に 投げ られ た 物体 の 。 投 げ 上 
げ て か ら 『7 秒 後 の 速度 2(m/ 秒 ) が 三 28 一 9.87 で 素 さ れる と す 
の 

投げ て か ら 4 秒 後 の 高 き を ヶ と する と , 
z-30=? み ー('28-98 の み ー| 28/49/| 86 
ァ ー33.6 (m) 
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芽 . 道のり と 速度 


[公式 ] x 軸 上 を 運動 する 動 点 P の 時 刻 # に お ける 速度 ? 
が ? 三 7(⑰ で 表 さ れる と する . 
7 王 Z か ら 7 一 の まで 動 点 の 動い た 距離 は 


=Vlel み =V り 7 のみ 


この s を 7 一 2 か ら 7 一 5 まで の 動 点 P の 道のり と 
US 


直線 上 の 動 点 の 道のり 


1" 動 点 が 7 一 0 で 点 O か ら 出 発し , 右 に 7 だ け 
すす ん で 点 A に 達し て か ら 左 に すす ん で , ーー1 
で 旋 O 守 も どっ た と する 、 と の 5 き 0 から に ーー コー 
7 一 1 まで の 間 に お ける , 動 点 の 変位 は 0, 道 の 
り は 27 で ある . 


2" [ 例 2 ] 上 の 例 1 の 場合 , 7 と ヵ の 関係 を 図 
示す る と 右 図 の よう に な る 。. 
図 の 2 つの 斜線 部 分 の 面積 を j, s。 と する と , 
上 昇 距離 , ss 三 下降 距離 


を 表す 。 そして, 
人 1 で ある 
道のり Ss 三品 十 ss 


下降 距離 s。 


この 二 っ op リ リリ ーーー 
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次 の 不定 積分 を 2 通り の 方 法 で 求め よ . 
(方 法 1) 積分 すべ き 関 数 を 初め に 展開 し て か ら 項 別に 積 
分 する . 
(方 法 2 ) (2Zz 十 の "を 微分 する と zg(2z 十 の ご! に な る 
こと (B.404) を 利用 する . 


60 We のみ ② Q-2z)Y 


[アプ ロー チ > 不定 積分 に つい て の 基本 問題 で す . 
(1) ゆ 法 1) Wz-2 
ーー6z*T12z-9 み =Vz み -6Uzez+120> み -U み 


の 
ーー 境 


ア * 十 12・ テ デー8>+ C (C は 積分 定数 ) 
ー オ デー2z" 寺 6" 一 8z 二 C 


以後 C は 積分 定数 を 表す も の と する . 
(方 法 2 ) (( 々 ー2) 人 ザー4( ァ ー2 が 
で ある か ら 


い Zー の み ー オ ( 々 ー2) C 


(?) ( 法 1) Wa-2 
ーUQ-6z 12 一 8z) み ニッ ー8z" 二 4 が 9 一 2 が * 二 C 


(方 法 2) {1-2z)9/ 三 (一 2)1 ユ 一 2z)7ーー81 一 2z) 
で ある か ら 


Q-2 み = ー き (1ー2z)+ C 


[ 注 ] “不定 積分 を 求め よ " と いう 場合 , 原始 関数 を すべ て 求め よ と い 
う 意 味 な の で , 積分 定数 じ を つけ て 答え る の が 良い . 
「 任 意 の 定数 」 を 表す な ら , どん な 記号 で も 良い が , 英 仏 語 圏 で は , 
定数 を 意味 する 英語 の constant (仏語 で は constante) の 頭 文 字 “C" 
を 用 いる の が 習慣 に な っ て いる . 
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50 ら 

つぎ の 定 筑 分 を 求め よ . 
Gq) elw み ② ( (@-2%+ の み 
⑲ 【((-D(-9 み 0⑳ Vez-W み 


[アプ ロー チ > 定 積分 の 基本 問題 で す . 


pa 2 と 1 時 和 l pa 上 2 
衣 符 | 1) (zzー| オット ー オ の ー0=4 | と 
3 1 2 3 し て も 結局 C は 
(2) (の ー2 の +0 み = 詰り ー 人 の +4y | 消え る の で , C 
5 0 は つけ な く て も 
(りり ーー よい . 
十 413 一 (1)) 信 項 ど ご と に 上 端 ・ 
隔 二 0 陸 2 _52 下端 の 差 を 計算 
0 9 ーー る する の が や りや 
3) G-D(- の み = り (2ー5/+ の の の 
Hr 
議 3 3 5 2 2 
(810 テー19406 さ り 
US ei 
6 ダ 19 ト 2= 二 
1 1 
99) 和文 
(4) い (zz=| > が [ 3 B.501 参照 
りさ 3 まこ 
12 3 


[ 注 ] (3) に お いて , 積分 区 間 の 下端 の 値 7 一 1 が 被 積分 関数 の 値 を 0 
に する こと に 注目 し , (7 一 1) の 多項式 と みて 展開 し 積分 する と 7 一 1 
を 代入 する 手間 が 省け 計算 が 楽に な る . 


の 剛 丁 \(⑦-⑦- の み =((⑦ーD(⑦ー0ー9 


=U(/-ー36ー1) み は 1) > 


253 
あめ 2 3 


2 ク 35 請 積分 


次 の 1), (2 の 公式 を 証明 し (3) の 定 積分 の 値 を 求め よ . 
全 MMaedoe0 2② ymg=20 ww 


(2 は 任意 の 定数 。 z は 正 の 整数 ) 
G 7ー( zz+1D み 


[アプ ロー チ > 特殊 な 定 積分 の 公式 で す . 
(1) と (2) を 使う と (3) の 計算 が 楽に な り ま す . 


こ 7 2 カー1 | 1 pl 
GODNN ed 
27 2 2 2 
(一 の ダニ (一 1)2・222 222 参 王 放 語 ( 計 2 コー ニ の 
の 7 2 0 


(一 の ダサ ー( 一 1)221。 226ー ー 771 勿 ( 2 ) ト 4 み ー| 1 ul 
ー6 27z 十 1 ー@ 


g@ の 7 サー( 一 の 店 
2z 十 1 


キ の 1 た アダ 1 = し 4 了 
2 2 2z 補 上 


yz 十 1)? の 


王 い 
1 


) 
= ュ ト (29 二 322F9z? 壮 Z の 2 の 
) 


1 


(3) 7 


1 
1 


(3 すみ =2U (3z 生 のみ 
に す |- 佑 

| の 9 部 
[ 注 ] ッ ー ァ ダー ッ ー ァ 7 の グラ ラフ は , 左 図 の よう に 
それ ぞ れ 原点 対称 。 ヵ 軸 対 称 で ある の で , 後に 学ぶ 
面積 と 定 積分 の 関係 を 知る な ら , 上 の 公式 (1)。(2) の 
成立 は 明らか と な る 。. 

に の み ー( zz の aw 

ー ー6 0 


テーSs 圭 = テ 0 


1 


I 


2 


当 の 9 ー25ー2 っ 
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B. 504 


次 の 公式 を 


証明 せよ . 
い ( ヶ ー の (8 一 のみ ー で (6 の 


[アプ ロー チ > 左辺 を 計算 し て 右辺 を 導き ます が , 
(方 法 1 ) 実直 に 展開 し て か ら 積 分 する 
(方 法 2 ) (z 一 e) の 多項式 と みて 展開 し 積分 する 

の どちら が 楽 で し ょ うか . 

(方 法 1 ) 

辺 = い (-+(+ の ァ ーg9 み 
-「- す 9 


ーー サー の で と (テー の ag(9ー の 


ーー を (ー2( の Teg 二 993(g+ の "6gg) 
ー で (2 の (〆ー2g8+) 


ー で (6 の 右辺 自 
(方 法 2 ) 
左辺 9 の ((@ー の ーーg)} み 


@ 
(( 


= リ ((8 一 の み ー の ーーg 人 の = (Zー@) の 多 項 
5 式 と みて 展開 . 
ョ | 計 ( の この ーー = B.501 参照 


(2 の / -y_ (8 一 の * ェ / 


(9- @)" 三 右辺 四 


[ 注 ] この 公式 は , 放物線 ヶ 三 (*ー の (8 一 >) と 軸 と が 囲む 部 分 の 
面積 の みな ら ず , 放物線 と 直線 , 放物線 と 放物線 と が 囲む 図形 の 面積 
に も 利用 で きる . 応用 例 に つい て は 

IS B.505。 506, 510, 511, 512 
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BB. 505 
次 の 各 図 形 の 面積 を 求め よ . 

(1) 曲線 ヵ ニ 2 キー ァ * と ヶ 軸 と の 囲む 図形 . 

(2) 曲線 ?= ニ ッ ァ \ー2 ァ 一 5 と 軸 と の 囲む 図形 


[アプ ロー チ > 面積 に 関す る 基本 問題 で す . 


( 1 ) 2 テ 2 十 ァ ーy* と 軸 と の 交点 は , 
ァ メ ーッ ァ ー2 三 0 より 』 ヵ テー1, 2 
で あり , 題 意 の 図形 は 左 図 の 斜線 部 で ある . 
よっ て , その 面積 を S と すれ ば , 
5 @+z- の み =|2z+ を を | 
ダー-(-) 9 
3 2 


=22-(-)+ そ ーー ザ 
と な る 。. 
( 2 ) ニッ“ー2 ァ 一 5 と z 軸 と の 交点 は , 
7 ニク カ 5 三 (0 詳 り 月 王 引 76 
いま , og 三 1 一 6 , / 三 1 十 76 と お け ば , 曲線 は 
ッ デ (マー の (Zー8) 
と 表せ , 題 意 の 図形 は 左 図 の 斜線 部 と な る . 
その 面積 を と すれ ば ぱ ば, 


S ニ -VGe- の Zー の み 


9 ッ ディ デー2 ァ 一 5 
rrB.504 = の (9-y) み = を (8 の 


と な り , これ に 。 
@ 一 eg 王 (1 寺 ア 6 ) 一 1 一 76 )=276 
を 代入 し て , 


S= そ (276 が ー876 を 得る . 


[ 注 ] (2) に お いて , (1) の よう に 直接 定 積 分 の 形 に する と, 


1+76 3 1+Y6 
5=ー( (の ー2z-5 み ニー| 生 ーー5z| ニー 


と な り , この 計算 を 続行 すれ ば 答 は 得 ら れる が , 上 の 解 の 方 が 見 通し 
が 良い . も ちろ ん B.504 の 公式 は (1) で も 使え て 


り @+ ァ ー る の = (な +10(2ー の = を ②+1"ー テ と な る . 
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放物線 ゥ ニッ" 十 2 ァ 一 1 と 
分 の 面積 を 求め よ . 


直線 ? デ ァ 十 1 と で 囲ま れる 部 


[アプ ロー チ > 2 曲線 ?= ニ 7(z), ヶ の Z) が 囲む 図形 の 面積 を 求め る 
た め に は , まず 両者 の グラ フ の 上 下関 係 を つか むこ と が 大 切 で す . そ 
の た め に も , グラ フ を 描き まし ょ う . 


プア ( み )z” 士 2 ァ ー1。 7( 々 ) 三 g 士 1 と お く と 。 
7( 々 )ー9( 々 ) 
三 (Z“ 十 2 ァ ー1) 一 ( ァ z 十 1) 
ティ ァ * キ マー2 テ (> 十 2)( ァ ー1) 0 ……… 
より , 両者 の 交点 の 座標 は 
メーー2。 1 
で , グラ フ は 右 図 の よう に な る . 
ー2 ミ ァ ミ 1 で は g(Z)= ア 7(z) で ある か ら 。 


S=( (9⑦-72) み 5 


ー (デー ァ +2) み 


=| 3 2 2 ー2 
凡才 / ま 59NS の 放 / 放 の N2 
ニー ピー に ーーー が 51+2) 
3 2 
計 内 
2 


と な る . 


[ 注 ]| 上 の 解答 で , 交点 の 座標 を 求め る た め に 考え た ① と , 面積 を 
求め る た め に 作っ た ② の 被 積分 関数 は , 全体 の 符号 が 異な る だ け で あ 
る . この こと に 注目 する と, や は り , B.504 の 公式 が 適用 で きる . 


S ー( (の 7 の) 
= (e+ の み 


= 6 
UBA の 
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5 計 = ァ ( ァ 一 2)* と 放物線 ?ー ァ ? と が 囲む 2 つの 部 分 
の 面積 の 和 を 求め よ . 


一 般 に , 左 図 の よう な 2 曲線 が 囲む 図形 の 面積 は 
9=/⑦⑲ り J⑦-g|g 

で 与え られ ます が ,。 これ を 計算 する に は 被 積分 関数 

の 絶対 値 記 号 を は ず さ な く て は な り ま せん . し た が 

っ て , や は り , グラ フ を 描い て 2 曲線 の 上 下関 係 を 

明確 に する こと が 大 切 に な り ま す . 


の (⑦) 三 の (の 三 205 1 の 902) 三 の 2 らち 3 お) く 。 
プ ( 々 ) 一 gZ) デ ァ ( ァ ー2 ア ー ァ “ 
ーッ"ー5z* 十 4 ァ ー ッ ァ ( ァ ー1)( ァ ー4) 

より , 2 曲線 の 交点 の > 座標 は =0, 1, 4 で , 両者 
の 囲む 2 つの 部 分 は 左 図 の 斜線 部 で ある . 

0 ミ ァ ミ 1 で は (>)=9( 々 ), 

1 ミ ァ > ミ 4 で は g(z)=7( ヶ ) 
で ある の で , 求め る 面積 の 和 ぐ は 


SV の - の lg S=V)-9<)Zz+V(e の )ー7Z)J 


5 1 1 
を 計算 する こと に 相当 し (5Z+4z) み + い ( 還 2520 二 42) の の 
て いる . 9 
国 | 症 認 5 1 の 二 BR ド 
ーー 
中 こき の ) 
は すす 1( 1 ー24 
= 
6 


と な る 。. 
[ 注 ] 7(z) 一 (>) の 不定 積分 の 1 つ を 万 (>) と お く と, 求め る 面積 
の 和 ぐ は , 
S= い 7G)-g⑦) み +【(go)-7 バ の) 
=| mo は | -go[ 
=2F①⑪-70-r④⑨ 
と な る の で 。 上 の 定 積分 の 計算 は ほん の 少し 楽 で きる . 
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曲線 ニッ パー2 ヶ > と , そ の 上 の 1 点 (1, 一 1) に お ける 接線 
と が 囲む 図形 の 面積 S を 求め よ . 


げ ( ァ >) ニッ パー2 ァ z と お く と, が (>)ー3z*ー2 と 
な る の で , 接線 の 方 程 式 は 

ヶ 十 1 三 1・( ァ ー1) ….。 みみ ーッ ァ ー2 
ある 店 で で 7 の リー ンー 全く 5 と 5 

(>) 一 9(z) デ ッッ ー3z 十 2 三 ( ァ 十 2)( ァ ー1)* 

と な る か ら ,。 テア (y), ヶ 三 9(z) の グラ フ は 

ァ ー1 で 接し , ニー2 で 交わ り , 
両者 の 囲む 図形 は 右 図 の 斜線 部 で ある . 


ー2 ミ ァ > ミ 1 で は 。 ア 7(z) ミ 9(z) だ か ら , 全 この 犬 小関 係 を 
還 1 也 1 遇 確認 する た め に 。 
S= (7⑦-g⑦) み = (eー3z+ の gw の AN 
EIC 1 描く の が よい . 
= お の +2z | , 
4_/_ 9 ゥ )4 2 一 ( 一 2)2 
ーー ユー に 2.1-(-9) 
こ 27 
4 


[ 注 ] 上 の 解答 で は , 積分 を 計算 する の に , 被 積分 関数 を の 3 次 式 
と し て 展開 し た 式 を 項 別に 積分 し た が , B.504 で 学ん だ 計算 技術 を 用 
いる と , より 簡単 に 計算 で きる . 


(z+2(ー1/ 王 人 (ー1) 二 3)( ァ ー1 が 被 積分 関数 を 
(ター1 が 十 3( ァ 一 1)7 マー1 の 3 次 式 

(e+ の es (e+T8e-09 を 
| テー 0 上 3 ト 3? 作 >=1 を 代入 す 


3 る 手間 が 省け る . 
同様 な 計算 方 法 に より , 本 間 和 


や 


Ve の (9 みい (なー の (@-y み = 二 (8- の * 


(G @) 人 (8 2 が み ー (8 一 @)! 


な ども 証明 で きる . 
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の) y パ ー2 ァ ツー3z? 十 5z 十 3。 9(z) 三 zz 十 2 と する と き ,。 
曲線 ヵ ー ニ バァ) に 直線 ッッ ( ァ ) が 異な る 2 点 で 接する と いう . 

(1) 定数 妨 。z の 値 を 求め よ . 

(2) 曲線 と 直線 の 囲む 部 分 の 面積 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 曲線 ッ =7/(z) に 2 点 で 接する 接線 を 求め る に は , 
1 ヶ ー7 で の 接線 が 再び 曲線 に 接する 条件 を 考え る 
2" ーーe, /(Z キ /) で の 接線 が 一 致す る 条件 を 考え る 
な ど が あり ます が , 7(z) が ヶ の 多項式 な の で , 重根 の 考え を 使う の が 
早い で じょう 。 
(1) 2 曲線 ヵ ニ バァ ) と ヶ ーg の 々 ) が , 座 
標 が 。 と //(Z キ /) で ある 2 点 で 接する の は , 
4 次 方 程 式 7(z) 一 9(z) 三 0 
が 。 ァ ーg,。 ー/ を と も に 重根 に も つと き 。 
レ だ 2 が NG 
(z 一 の 人 ( ァ ー の ティ パー2s“ー3z* 十 (5 一 7)z 十 (3 一 め ) 
が 人 恒 等 的 に 成立 する と き で ある . 
(z 十 の *( ヶ ー8)*ー ィ パー2(Z 十 の の z* 條 この 両辺 の 係数 を 次 数 ご と に 比較 する と, 


十 (@〆 十 万 十 4g8)z?ー2(228 十 62) ァ (2* の 係数 ) 502K お ーー の 2 の 
0 (z* の 係数 ) 〆+ 克 十 429 ニ ー3 。。 …… ② 
(z の 係数 ) 一 2(eZ/ 二 297) テニ 5 一 …… ③ 
(定数 項 ) の 28 っ 3 os ④ 


①, より , g 寺 1 g9 テ モー2。 。 …… ⑧⑤ 
⑤⑥ を ③, ④ に 代入 し て ,。 娘 ー1, z ニ ー1 を 得る . 
( 2 ) ⑤ よ り , 2, 8 は , だ どー: 一 2 三 0 の 2 根 で ある 
か ら ,。 {ge, 好 テ 【ー1。 2 
よっ て , (>) と g テ gz) は , > テー1, 2 の 
の Real 王 山 生み 至 の 5 で は 5 
7(?) 一 gz) ニ (> 二 17( ヶ ー2)/ ミ 0 で ある . 


当 7(⑦ー- 2) み = り (zh17(⑦ー272 


1 


5 

第 積分 関数 を を 。 =) (<z+DX(+1ー9 み 
0 
| 


ァ 十 1 の 4 次 式 
と し て 度 開 . (( キ ザー6( 々 二 1] 二 9( 々 十 1 依 み 
2 
きら e+ が (e+ が | = 中 
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放物線 ッ ニ ァ " 上 の 2 点 A(@, の ), B(2, の ) (eZ くめ) に お 
ける 接線 の 交点 を C(y, 9) と する . 放物線 と 直線 AB が 囲 
お 部 分 の 面積 を $, 放物線 と 2 直線 AC, BC と が 囲む 部 分 
の 面積 を S。 と する と き Si : S。 は , A, B の 位置 に よら ず 
一 定 で ある こと を 示せ . 


og 


クー ティ” に 対し て は , の テー2r で ある か ら 
A(2, の ), B(2, の ) に お ける 接線 の 方 程 式 は 
ッ ー2gz 一 の 。 ヶ デ 2 一 
と な る が , この 2 直線 の 交点 が C(7, 9⑨) で ある こと 
か ら 7(g 填 の /2 [9= テ gg] 
また , 直線 AB の 方 程 式 は , 
(eg 十 の ァ ーgg 


$=V(e+ の )z 一 g8 一 のみ 


ー リ (な ー の (9 の み = す (9 の" BL504 の 
ー カ ,$= リ (eー(2gy 一 の )】 み 
+V(e*-⑫8z 一 の の) 
=VGe- の fg+VZー2 の が *g 
ES 


が の 
に の 且 8 _ g+8 
で ある の で , S, : =2 : 1 で ある . 邊 入 し た . 


際 著 放物線 ッ ー ァ ” 上 の 異な る 2 点 A, B に お け 
る 接線 の 交点 を C, 線 分 AB の 中 点 を M, CM と 放 
物 線 と の 交点 を N と する と , “N は 線 分 CM の 中 点 
で ,。 N に お ける 接線 DE は AB に 平行 "に な る . 


Re AANB= テ へ ACB ニ 2 ACDE 


この 性 質 を 繰り 返し 用 いる と, Si : Ss 三 2 : 1 を 示 
すこ と が で きる . か の アル キメ デス は , これ と 似 た 
アイ デア で , 積分 法 を 用 い ず に Si を 求め た の で あ 
る . 


2 Si5 記 仙 天 目 分 


放物線 ?ー ァ "……① と 点 A1, 2) を 通る 直線 と が 囲む 
図形 の 面積 ぐさ が 最小 に な る の は , 直線 の 傾き が いく ら の 
と きか . 


放物線 ッ ヶ ー ァ ” と 直線 ゥ 三 %(z 一 1) 十 2 と の 交点 の 座 
標 は , 々 "ー 娘 ー2 三 0 の 2 実数 解 テー ューlaー で あ 


土 Y72 一 4( カ ー2) 
る の で , 面積 お は は SU rt み ( ァ ー1) 2 一 2 
2 


で 与え られ る こと に な り ま す が , これ を 実直 に 計算 する の は 容易 で あ 
り ま せん . そこ で , 積分 区 間 の 両端 の 値 が , 被 積分 関数 の 値 を 0 に す 
7A る こと に 注目 し ,B.504 の 公式 を 用 いま す . 


隊 還 点 A(1, 2) を 通る 傾き の 直線 の 方 程 式 は 
り た ゴ //6 ei ピラ の) 
で あり , 点 A(1, 2) が 放物線 の の 内 部 に ある こと か 
ら 。①,⑨② は 娘 の 値 に よら ず 2 点 で 交わ る 。. 
ア げ (z) ニ ァ ?。 9( ァ )ー( ァ ー1) 十 2 
と お く と , その 2 交点 の > 座 標 e。 2(Z く /) は , 


7(Z)ーg(Z) 記 22 みみ ー20 の ③ 
の 2 実数 解 で ある の で 
グラ フ を し っ か 』 げ (>) 一 (>) テ ( ァ ー の )(zー8) 
り 描け ば , この と か け て , 
部 分 は その 図 か の ミミ ァ ミ / で は の)= テ 7( ァ ) 
2288 で ある の で , 
S$= り (9⑦-7⑦)】 
0 ーー の (9 うみ ー を (8 の 
解 と 係数 の 関係 ま とこ ろ で ,。 o 十 三 72。 @9 三 一 2 より 
LGS デ 大 学 へ の 数 学 (8 一 の * 三 (2 十 の “一 429 三 2 一 4(Z 一 2) 


ーー EK ニー ワ 25 と な る の で , 
A1.7p.14 2 解 を 引 1 1 
いて 8 一 を 求め て S= ニ (一 2/ 二 405 


ちょい. よっ て ,。 娘 三 2 の と き に S は 最小 と な る . 
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2 つの 放物線 ヵ ー ァ * と ヵ ニ ー( ァ ー6)* 十 の と に よっ て 囲 


まれ る 図形 の 面積 が 9 と な る の は , 後者 の 頂点 (2, の ) が ど 


ん な 図形 上 に ある と きか . 


前 問 B.511 と 本 質 的 に 同じ で す . 


げ (>) ニ ァ ?。 の (z) ニ ー( ァ ー の " 十 5 と お く と , 
げ (?*) 一 9(z) テ ァ " 十 (*ーg)*ー65 


三 272ー2Zz 十 の ゲー カー ……… ① 
ッ ー7(?), 2 三 の ァ ) が 図形 を 囲む た め の 条 件 は , 
272 一 2 キー2 三 0 。 | =…… ② 


が 相 異 な る 2 実数 解 を も つこ と , つま り , 
判別 式 /4 ニ ゲー2(〆 デ ゲー の >0 
り の SsZ72I | | 拉 還 2 ③ 

こと の も と に , ② の 2 実数 解 を ヵ 。 /(Z く ) と すれ 
ば ,。① よ り 

7(? ヶ ) 一 0Z) デ 2( ァ ー の ( 々 ー め の 
と 書く と と が で き , 

g ミ ミミ で は gzZ)= ア ( 々 ) 
で ある か ら , 囲む 部 分 の 面積 が 9 と な る 条件 は , 


9=U(⑦-J み =2V(oー の (8 一 ?) の w 
ー2 で (9 の ーー テ (8 一 の 
(8 一? 王 27 …. (8 一 の "=9 

すなわち , (g 十 の *ー429 モ 9 it ④ 
で ある . 

の /2 は ⑨② の 解 だ か ら , 解 と 係数 と の 関係 

@ 十 の 王 g。 g9 三 (ゲー が)/2 
を 用 いて ④ を 書き 直せ ば , 


〆ー2( グ ー の = テ 9 … 22 三 の 上 9………… (6) 


と な る . 

以上 より ,⑧ か つ ⑤ が 求め る 2,。 2 の 満た すべ き 
条件 で ある が 。⑤⑥ の も と に ③ は 成立 する . し た が っ 
て , 面積 が 9 と な る の は 頂点 (2,。 の ) が 
放物線 29 ニ ァ * 十 9 上 に ある と き で ある 。. 


焦 g。 の を 6 の で 


表す の で は な く , 
の 売 の 2250350 四 3 
表 そ うと し て い 
る . >* の 係数 
が 2 で ある こと 
に 注意 . 


= B.504 


最後 に , eZ 


を の, の 直す.。 


グ 2 ク 2 5 四 積 軸 ) 分 


B. 513 

直線 ? 三 ZZ (2>0) と 放物線 ッ ?= ニ ァ デ ー ァ > と で 囲ま れ だ 部 

分 の 面積 が ヶ 軸 と 直線 ッ ーz (の く 0) と に よっ て 3 等 分 さ 
れる よう に 2, の 値 を 求め よ . 


放物線 と 直線 と が 囲む 図形 の 面積 な の で , B.504 の 公式 
が 使え そう で す . し か し , 3 つの 部 分 の 面積 を 別々 に 求め る の は , 効率 
が 悪い で すね . そこ で 。 ち ょ っ と し た 工夫 を し まし ょ う . 


を テー1 は , ⑨ まず , ん を 実数 と し て 
の 原点 で の 接線 の ん 語 設 SSe ⑩⑪ 軒 ( 妥 寺 過 と 
の 傾き . ター タテ ー ァ ……… ⑨ 
と で 囲ま れ た 部 分 の 面積 さ (4) を 求め よう . 
①, ⑧ の 交点 の > 座標 は , 
7*ー ア ー ル ん 
(ーー1) 三 0 
ァ ー0, た 十 1 
と な る か ら , 


B.504 = ー で (4 1) 


と な る . 
直線 ? 王 克 と 軸 ( ヵ 0) が , 直線 ? ニ gz と 放 
物 線 ッ ニ ァ デ ー ァ と で 囲ま れ た 部 分 の 面積 を 3 等 分 
する の は , 
S(Z)IS(0)RNS( の ) 二 95925L 
3 


に に 


1 


S(⑰= テ $⑩ (2+ー テ 


が 成り 立つ と き で ある . これ を 2 5 の に つい て 解い て 


9 三 0z 
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B.B514 


曲線 ? ニ ァ (z 一 jy と 直線 ッ ー を zz と が 囲む 2 つの 図形 の 
面積 が 2 で で や ROSS の 休 を 定め ょ . 


[アプ ロー チア た と えば , 右 図 の よう に , 2 曲線 ?ー ア (z), ヶ 三 9(z) が 
ァ ー の 。 //, 7 な る 3 点 で 交わ っ て 2 つの 図形 を 囲む ときには ,。 2 つの 
面積 を $。 S。 と する と , 5 


= 7 る の Jr。 =U19⑦)-7 バ 2) 
と 表 さ れる の で , 3i 三 S。 すなわち , ふ 5 一 S。 三 0 と な る 条件 
は (7⑦-g) み -(e<)- パ 7) み =0 


VV⑦②- の zJ+V7(⑦ーg<)) み =0 
UU(<) 一 9(<)!z= ニ 0 と な り ま す . 


Ne 
の の?) 
げ (?) 一 9(z) ニ ダー2z2 十 (1 一 め ァ 
ー ァ {z*ー2 ァ 十 (1 一 の } 
より , 両者 の 交点 の > 座 標 は ヶ ー0 お よび 
ウー ク の Ei = な 三 ()  2 に 0 ……… ご ① 
の 2 解 で ある . 
0< を <1 の も と に ① は 2 正 数 解 g。 2(Z く 2) を も 
つの で , 2 つの 図形 の 面積 が 等 し く な る 条件 は , ペ | 判別 式 >0 


(992 


0-M( の wlz=0te-2e+0ー62J | 5omo 
証 322 LOD ニ 人) 
層 ro 
2 
= 鼻 (8〆ー88+61 一 4 So ② 寺 2 を を で 表す と , 
ーー ゝ と か MM 
で ある . ここ で ,。 2 は ① の 大 きい 方 の 解 だ か ら , と な っ て 面倒 . 
0 3 ⑨ < こ で を 8 
SRI 生 >。 | っ に 還 Eee ④ で 表す の が よい . 


で ある の で , ③ を 用 いて ② か ら , を 消去 する と, 
が (4 一 3 の ) 三 0 と な り , ③④ より , g4/3 
よう で 。 これ を ⑧③ に 代入 し て 。 


を ーー29 ユ 1 ニー 上 を 得る . 


9 


294 5$5 積 分 
次 の 定 積分 を 求め よ 。 
①⑪ 7=(J8-2Z み ② /ー リ メー ア み 


[アプローチ うっ 8 一 2z? な どの 不定 積分 は 数 学 IT で は 学び ませ ん が , 
これ ら の 定 積分 の 値 は 「 円 の 面積 」 と 結び つけ る こと に より 初等 幾何 


的 に 求め られ ます . 
( 1) 8 一 2z2ー2・/4 一 x” で あり 。 


の” 王 4 一 y* 
り だ た コ () 
の グラ フ は , 原点 を 中 心 と する 半径 2 の 半 円 で ある 
の で , 

7ー【 ソ 8-22 み =/ が し 4ー デ み 

=Y 2・[ 左 図 の 4 分 円 の 面積 ] 

ー ソ 2 ・ オ ・z・25ー ニ 5 ァ 
2 っ 人 
(2) 定 積分 / の 値 は , 

半 円 y ニ Y4 一 y*。 ァ 軸 , 2 直線 0, ニテ 1 


で 囲ま れ た 部 分 の 面積 を 表す . 
よっ て , 左 図 の よう に この 部 分 を OP で 2 つの 部 


分 に 分 ける と , 


ヶ ッ デ v4 一 y* を 1 


ン POA=30" 
と な る の で , 
S, は 円 全体 の * [扇形 OAP の 面積 =2.rx- ポ ーーー テ 
1 
面積 の - 旋 で あ 
12 へ POB の 面積 = す ュ 173 = 
2 
より 


(4ー み ーー 


を 得る . 
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- 記 軸 の 半 保 が 。 商 き が た で ある 直 円 雛 の 体積 を 求め た 
い . 高 さ AB を z 等 分 し , 各 分 点 を 通り 底面 に 平行 な 平面 
で 円 欠 を 切る と 右 図 の よう な (一 1) 枚 の 薄 円 板 が で きる . 
(1) 右 図 に お ける (z 一 1) 枚 の 薄 円 板 の 体積 の 和 必 を 求め 

貞 。 

(2) 薄 円 板 の 厚 さ を 限り な < 薄く する (を 限り な く 大 き 

くす る ) 時 , (1) で 求め た 体積 の 和 は 円 雛 の 体積 に 近づく と 

し て , 円 雛 の 体積 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 体積 を 求め る に は , 積分 法 が 有効 で す が , その 前 段階 と 
し て , ここ で は 区 分 求 積 法 ' と いう 方 法 で 円 雛 の 体積 の 公式 を 導い て 
2 の kt ボラ 5 の 衣 

(1) 円 名 を , その 軸 を 含む 平面 で 切っ た 時 了 
に で きる 断面 を 考え る . 右 図 より , 上 か らん 番目 の 人 


薄 円 柱 の 。 の 半径 は ムー 写し た が っ て , 


薄 円 柱 。 の 体積 4。 は 


メタ 


で ある . 
ニス ん 


= 史 。( 台 と )x 久 ニー ダッ 


72 7 た =1 
シク (z 一 1)z(2z 一 1) 
主人 
72 6 


SU 内 
(2 ) ヵ が 限り な く 大 きく な る と 一 は 限り な く 小 さく な る の で , ① 
より , は 限り な く 信心 に 近づく . 
[円 釧 の 体積 gr” な 


[ 注 ] 積分 法 を 利用 すれ ば , 円 すい の 体積 は 


い z ( あ ) = 大 | 7 


と いう 単純 な 計算 だ け で 求め られ る . この 方 法 を 次 問 以下 で 学 ぼう . 


ク 36 $5 積 の 2 
B.1 フ 
半径 ァ の 球 を , 中 心から テア の 距離 に ある 平面 で 切っ て 


2 つの 部 分 に 分 ける . この と き , 小さ い 方 の 立体 の 体積 を 
求め よ . 


[アプ ロー チ > 積分 を 利用 する と , 体積 が 簡単 に 求め られ ます . この 微 
分 ・ 積 分 の 最も お いし い 話 題 は , し か し , 教科 書 で は ほとん ど 扱 われ 
ませ ん . 一 流 大 学 を 目指 す 読者 の た め に 本 書 で は , この テー マ を , 敢 
えて 取り あげ ます . 体積 を 積分 で 求め る 際 , 最も 大 切な の は , 適当 な 
平面 で 立体 を 切っ た と き の 切 断面 を 考え , その 面積 を 求め る こと で す . 
散 罰 球 は , 円 を 直径 の まわ り に 回 転 し て で きる 立 
体 と 考え られ る . 
yy 平面 上 で , 原点 を 中 心 と する 半径 の 円 C 
7 上 7ー ケ 2? 
で 囲ま れる 図形 を , > 軸 の まわ り に 回 転 す る と , 半 
径 ァ ヶ の 球 が で きる が , この 球 を , 
回 転 軸 ( ニ ァ 軸 ) に 垂直 で , 中 心から 電 
方 向 に 距離 々 に ある 平面 
で 切断 し た と き の 切 断面 の 面積 S(y) は 
S(?)=z( ソ アー ァ 7*ー ァ (ゲー ァ 5) 
で ある . 
し た が っ て 求め る 体積 は 


ャ = S( 々 ) 


[ 注 ] 球 全体 の 体積 は , 
いり.z( 7“ー の のみ ー 信 の 
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日 . 避 1 コーー ド ーー ーー ーー 
底面 の 半径 が ヶ で ある 直 円 柱 が ある . 底面 の 
直径 AB を 含み 底面 と 45" の 角 を な す 平 面 で 直 
円 柱 を 切り 。 この 平面 と 直 円 柱 の 底面 お よび 側 
面 と で 囲ま れ た 左 図 の よう な 立体 を 作る . A 
(1) AB の 中 点 O を 原点 と し , OA を 軸 に と N / 
る . この 時 , ァ テー 定 な る 平面 に よる この 立体 
の 切り 口 の 面積 S(y) を > の 式 で 表せ . 
(2) この 立体 の 体積 を 求め よ . 


| アプローチ > この 種 の 問題 で は , 適当 に ァ 軸 を 定め , y 軸 に 垂直 な 切 
り 口 の 面積 S(z) を 計算 し , それ を 積分 し て 体積 を 求め ます . 
(方 法 1) 底面 に 垂直 に ァ 軸 を と っ た 場合 . 
> 軸 に 垂直 な 平面 に よる 切り 口 の 弓形 の 面積 
S(z) を で 表す 段階 で 、 すでに 高校 数 学 の 範囲 
を 超え て し まい ます . 
(方 法 2) 底面 内 に AB に 垂直 に ァ 軸 を と っ た 場合 。 ム 
軸 に 垂直 平面 に よる 切り 口 の 長方形 の 面積 は 
S(z) 三 2zY72ー ァ <* B 
で すか ら , 体積 は 
ャ =ーUs(⑦ み =2Uzy 7 デー ィ " の 
と 表せ ます . し か し , この 定 積 分 の 計算 は , 数学 
II の 範囲 を 超え ます . 
(方 法 3 ) AB を ヶ 軸 に と っ た 場合 . (本 問 ) 
散 還 (1) = ニー 定 な る 平面 に よる この 立体 の 切 
り 口 は, 右 図 の よう な PQ ニ QR= ソ “デー ァ * の 直角 B 
二 等 辺 三角 形 で ある . よっ て , 
S(⑦)ー テ PQ・QR= テ ("デー ゃ り 
(2 ) 切り 口 が 存在 する 区 間 は , 一 アミ ァ ミ ァ だ か 
ら (1) の 結果 より , 求め る 体積 は , 
レー Ss⑦ み =20 SG の 


=VG ? う ZZ 三 | の 2 の を に 


グ 3 ぎ $5 積 分 


< 軸 上 を 動く 動 点 P が ある . 
時 刻 # に お ける P の 速度 が ゥ 4 一 27 で ある と いう . 
7 一 0 の と き , P が ァ ー5 な る 点 か ら 出 発する と し て , 
(1) 時 刻 # に お ける P の ヶ 座 標 を 求め よ . 
(2) P が 原点 を 通過 する 時 刻 を 求め よ . 
(3) P が 原点 を 通過 する まで に , P の 動い た 道のり を 求 
9 


[アプ ロー チ > 変位 と 道のり に 関す る 基本 問題 で す . 


時 刻 # に お ける P の yz 座標 を ヶ ー ァ () と お 
< 夫 
(1) 時 刻 0 か ら 時 刻ま で の 変位 は 


z(⑰-z(⑩=Vo み =UG-2 の み 
ーー トー ター 
0 
7 一 0 の と き 育 で ある . これ に , x(0)=5 を 代入 し て , 
ァ ー5. (の =5 十 4 一 ど 
( 2 ) P が 原点 を 通過 する の は , y()ー0 と な る と 
に 半 
5 十 47 一 ど テ 0 … (7 填 1)(7 一 5)= テ 0 
7 王 0 の と き 出 双 7>0 を 考え れ ば よい か ら , 
発する か ら , 7 一 5 
7 =0. ( 3 ) P の 動い た 道のり s は , 7 一 0 で 出発 し て か 
ら 7 一 5 まで に P が 実際 に 動い た 距離 で も る か ら , 
slzl み =V4ー2| み 


りー EodOOg 0 ミミ 7 ミ 2 


NG 2 
27 一 4 …… 2 ミ 7 ミ 5 


se-20g み 1U@/ー の み 
0 2 
ター クー トー 9=s 


[ 注 ] の 平面 で 。 左 図 の 斜線 部 の 面積 を 0G12SZ5C こ 9 
る と , 道のり s は s 三 si 十 s 三 13 と いう こと と に な る 。 
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B. 580 : 


g を 実数 と し , 7( の = デー gg| み を 考え る . 

(1) 7(2) を 求め よ . 

(2) 7(2) を 最小 に する 2 の 値 お よび , その 最小 値 を 求め 
dE 


[アプ ロー チ > 技 積 分 関数 に 絶対 値 記号 を 含む 定 積分 は 。 それ を は ず さ 
な いと 計算 で きま せん . そこ で , ヶ =|z*ーgz| の グラ フ を 利用 し まし 
Po グ 


(伸介 員 0) 語 02 由 。 の ) き 8 

ヶ 王 |z( ヶ ー2)| の グラ フ と , ァ テ 1 の 位置 関係 は , 
右 図 の よう に な り , 7(2) は 斜線 部 分 の 面積 に 相当 す 
②8 


⑪) 2 衝 1 の と き , (⑪) と 同様 に 考え て , 


0 5 
7( の =【( <" 十 gz) み ニテ g 3 
仙 2 ミ 0 の と き 。, 
56 寺 e こ rc 
7 の = ZZ) の zー ぅ 9 二 こ すす 


( 2 ) 7(2) は 2=1 で 増加 . 2 ミ 0 で 減少 する の で , 
0 ミ Z ミ 1 の 範囲 で 最小 と な る . 


7(⑦= ニ 〆ー テ 


-(<- 方 人 廊 7 
より , 7(2) は , 0 ミ 2 ミ 1 で 圧 の よう に 増減 する の 


1 
7 テ の と き に , 7( る ) は 


最小 値 =( な 2 イス 
を と る 。. 


で ,。 6 三 
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B. 5g1 


な の = 1 # 一 1| み の グラ フ を 描け . 


[アプ ロー チ > 前 問 同様 。 絶対 債 を は ず す こと を 考え ます . その 際 , 
ヶ 王 | 一 1| の グラ フ を 考え る と よい で し ょ う . 
SN #-1 (71) 
SO (を うり 
の グラ フ は , 左 図 の よう な 折れ 線 に な る . 
9 デ |z 一 1| これ より , ヶ と 1 の 大 小 で 分 類 す れ ば , 絶対 値 記 
号 が は ず せ る . 
1 ) > ミミ 1 の と き , 
0 ミ 7 ミ ァ で は ,。 7 一 1|= ニ 1 一 7 で ある の で , 


が の ⑦=20Q- の み 


= ドーーz+2z 
せ ) ぁ ミ 1 の どき 。 
rr に 
が の = G- の み +20 6-D み 
=2| に | と | 


以上 より , 左 の ヵ ー ニ (>) の グラ フ を 得る . 
LA54 [定理 ] 与 式 は 次 の 2 式 と 同値 で ある . 


で ある の で 


絶対 債 が は ずれ 和 2 一 2 ァ ・……… pgs 章 
た の で , これ を p(④=2|zー1| に 1 2 ーッ 針 3 IN ① 
積分 すれ ば よい . か つ 7a(0) 大 り 語 記 玉 旋 記 :… の) 
① を 積分 する と , 避 , > を 定数 と し て , 
の だ ECISooc ヶ ミ 1 
70 の 4 二 Sov | oo 
(⑦) 必 E ……… | ③ 
ァ 全 1 の と き の 夢 まず 。② を 考え て , (0) ニ =0 
式 で > 三 0 と また , >=1 の と き を 考え , (1) ニ 1 ニー1 二 〇 。 
お く . と の 2 つか ら 。 邦 0,。@ ら 三 2 と 定まる の で 。 
7 証 誤 CT ミミ 1 
7(z)= 得る . 
(⑦ 1 ーー ァ 有 1 5 
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(⑪) r(⑦=V7Gー が (7ー の の の 増減 を 調べ 。 (>) を 極 
大 , 極小 に する > の 値 を 求め よ . 
(6) こ MS の と き 。C() を 求め よ 。 


(1) 万 (z) の 極大 値 。 極小 値 を 求め る た め に は , 定 積分 
を 実行 し て (>) を 具体 的 に 計算 し な けれ ば な り ま せん が , (>) 
を 極大 ・ 極 小 と する 値 を 求め る だ け な ら , (>) が わか れ ば よい わ 


け で す . し た が っ て , 微積分 学 の 基本 定理 ((7 の 2 りー が の を 利 
用 すれ ば , 積分 を 実行 し な く て も 刀 (?) が 求め られ ます . 

② “G(?)= り (のみ ーー で ( く ) ニ 7(⑦)" の 関係 は 。 7() が > を 含 な 場 
合 に は 一 般 に 成立 し な い の で , CZ) ニ ァ ア ー ァ ・ 十 1 王 1 と する わけ 


に は いき ませ ん . 
の rmeVe- が エエ ャ ュ ュ ー 
これ より , 増減 表 は 右 の よう に な る . 本 
Fr 
IP@|2 ゝ ヽ * z 


よっ て , 刀 (?) を 
極大 に する の 値 は > ヶ = テ 0 
極小 に する > 5 ァ ー2 


| で ある . 


[ 注 ] (2) で は , 積分 し て C( ヶ ) を 具体 的 に 求め な く て も , 
G(⑭)= り (/+1) み 7 み と ょ を 筑 分 記号 の 外 へ 追い 出す こと が 


で きれ ば , (1) と 同様 に 。 次 の よう に 計算 で きる . 7 み を 微分 
e=G+0-07 み + ァ ro する の に 積 の 微 
分 法 (A4.7) を 用 


2 
| り / み ニュ | に き @ の う ) いた . 
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次 の 各 項 を 満た す 競 式 7(z) を それ ぞ れ 求 め よ . 
) 任意 の に 対し 。 パニ ァ ー テ 7⑦ み 


(2) 任意 の ァ に 対し , の =z+U (e+z97( の み 


トン ーー 本 (>) み は 積分 の 上 端 , 下端 が 定数 な の で , この 定 積 
分 は み に よ ら な い 定 数 で す . 


) 3 の gc mt ① 
(C は 定数 ) 
与 式 の 形 か ら , 計 と お く と ,。 与え られ た 等 式 に より , 
7(z) の 形 が き 0 三 eー672 7 コ | @) 
まる . と な る 。. 
⑨② を ⑦① に 代入 する と , 
時 MG 雪 軸 悦 当 吾 7 
= うり (<ー の みす | う cs 還 ) 


C= ニ を と な る の で ,。 7( 々 ) ニ ァ ー 


( 2 ) 与 式 を 書き 直す と , 
積分 変数 7 な 対 > =zU が のみ Ti+V ウ の g| …O 


し > は 定数 。 し コ に 現れ る 定 積分 は 定数 だ か ら 。 
① 式 の 形 か ら , ア (z) テ gz* 十 6 (2 2 は 定数) 。  …… ⑧ 
7(>) の 形 が き 56 く <WCI ら の SG きる お つ SG5 まれ 46 が 5: 


まる . 
2=V 7 が (0 み 4 ……⑨ 2=1+ の (のみ ……⑨ 
を 満た す よ うに だ 定数 。。 2 を 定め れ ば よい . 
⑨② を ③, ④ に 代入 し , 
AD に Aoo こ 委ね っ 0 
B.503 eg 一 (2 が + が りみ ー20 5 み ー 3 の ⑤ 
1 1 の 
@⑥, ⑥ ほ は 2 6-1ー リ (2 の T が 9 み ー20 2 のみ ー を 2 …… ⑩ 
ママ ⑤, ⑥ ょ り , g 三 10/11, =15/11 と な る の で , 


_DS ae 3 る 
CTEJEMTE を 得る . 
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B. 選 ら 4 
Q) 等 式 の み = ニ タキ ター ター @ 


を 満た す ヶ の 整 式 7/(z) と , 実数 z の 値 を 求め よ . 
(2) > の 整 式 7/(z) で , 等 式 


U/( の み ー(⑦) ー ダ アー 訪 BA な ⑤⑮ 
を 満た す も の を 求め よ . 


[アフ ロー チ > 前 問 B.523 と は 異な り , (のみ は > の 関数 で す . 
そこ で , B.522 と 同様 に “微積分 学 の 基本 定理 ” を 用 いて 等 式 の 両辺 
を ァ で 微分 し ます . 
( 1 ) ⑧ の 両辺 を > で 微分 する と , 
げ ( ァ ) 三 3z* 十 2 ァ ー1 
と な り , ま た,。⑳ に おい て, ァ ー2 と お く と 。 


0 の の 〆ーgー1 7 の み =0 
(2 填 1)*(Z-ー1)=0 
@ 三 に 中 
2 の 
( 2 ) の 両辺 を > で 微分 する と , 
7(?) ニ げ (y) 十 <? 一 2z7 十 2z - {z7(z) ル サー(z)7() 十 が で ) 
7(Z) 三 2z*ー2Z [ 積 の 微分 法 ] (A4.7) 
と な り , これ が 任意 の に つい て 成り 立つ こと か ら , 
(>)2 ァ ー2 
プア ( 々 ) ニ ァ パ ー2z 十 ご C (C は 積分 定数 ) 
を 得る . 
王 六 に お いて 。 ァ 1 と お く と 。 


(1)=0 
MSG の Je 計 (⑥: コ | 上 
ゆえ に , 求め る (>) は 
げ (*) ニ ィ *ー2 ァ 十 1 
で ある . 
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ヶ の 整 式 (>) で , 等 式 
7 の?)+U7( の み = す テー ( 
GMO 


[アプ ロー チ > /(>) が 整 式 な の で その 次 数 を 決定 し まし ょ う . 


プ (z) を ヵ 次 の 整 式 と する . 
1 ) z 三 0 の と き , 00 930 
4 . 4 


ア (z)=0 隊 (*) を 2(z 一 0 9 ズー す 2ー で 


(< 々 ) は 一 1 了 [7(?)(Z) は , 2 一 1 次 式 
8 0 は ヵ 十 1 次 式 で ある の で , 


2z 一 1 と z 十 1 の 大 小 を 比較 する . 
1 ) 2z 一 1 く z 十 1 すなわち z 三 1 の と き , 
(*) の 左辺 は z 十 1( 三 2) 次 式 と な る の で , 
(*) は 成立 し えな い . 
ii ) 2 一 1>z 十 1 すなわち z 生 3 の と き 。, 
(*) の 左辺 は 2z 一 1(=5) 次 式 と な る の で , 
(*) は 成立 し えな い . 
次 数 が 決 ァ ゆえ に , z 王 2 で な けれ ば な ら な い 。 そこ で 
まっ だ 。 7(z) テ ZZ? 十 克 十 c (2 キ 0) ……… ① 
と お き , (*) の 左辺 を 計算 する と , 


(22+ る が + (3 + す 


2 2 コー の ト 
十 (/ +2ge+ の z+( の /) 
と な る か ら , 等 式 (*) が 成り 立つ こと は 
2Z 十 2/3 テ 0 …… 。 32 の 十 の 2 テ 0 …… ③ 


4 
2 = デ | 
が 十 2gc 十 c 三 で *④, の c 回 2 CC 9 ⑤ 


各自 計算 せよ . が 成り 立つ こと と 同値 で ある . ①~ て ⑤ を 連立 し て , 
2, 2, c の 値 を 求め , 次 の 答 を 得る . 
1 1 1 


計 合 MUSEE> 2 ーー 2 一 - 
( 々 ーッ る デキ メー で 。 る 土 る マテ 
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任意 の 高々 1 次 関数 光紀 婦 十 の に 対し て , 
7 る )PG⑦ み =0 ………① と な る よう な 2 次 関数 
P( ヶ ) を 求め よ 、 ただし, (>) の の 係数 は 1 と する . 


[アフ プ ローチ 7/(>)=z 二 9 を ① に 代入 し た 式 が , 任意 の ヵ 2 に つい 
て 成り 立つ 条件 を 考え ます . 


7(?) ニ 克 十 9 を ① に 代入 する と , 


かり zP⑦ み の Pe) み =0 00boes @② 
と な る の で ⑨② が 任意 の か の に つい て 成り 立つ 条 
件 を 求め る . 


いま 。 = zP⑦ み , = Z) 


と お く と , ② が ( ヵ , 2) 三 (1, 0), (0, 1) の と き に だ 成 
り 立 つこ と か ら , 


訪 地 6 三 (0 隊 還 二 に 記  。 こ o へ こ ら ③⑧③ 
で ある こと が 必要 に な る . 必要 性 
逆 に , (>) が ③ を 満た せ ば , 任意 の ヵ か 9 に つい 
て ,。 か 刻 十 9・7 三 0 と な り ② が 成り 立つ . 十分 性 


よっ て ,③ を 満た す 2 次 関数 (>) を 求め れ ば よい . 
そこ と で, (>) テ ァ ? 十 2z 十 5 と お き ,。⑧ に 代入 する 
と 


(e+ 7” 十 gy) み =20 z2 み =0 
((ZTg+ の み =2 (e+ の み =0 


の 0 かつ 9 ニー を 得る . 


よっ て , 求め る ア (>) は 


ア ( ヶ ) ーー テ 


で ある . 


[ 注 ] 上 の 解答 で は , 任意 の か 2 に つい て , 2ー0 が 成り 立つ 
条件 を 厳密 に , 必要 性 と 十分 性 と に 分 け て 考え て いる . 


クズ 6 


eoOs 


円 周 率 


ァ 三 3.141592… は , その 名 の 通り , 円 の 円 周 と 直径 と の 比 
の 値 で す が ,。 この 定数 を 用 いれ ば , 円 と 直径 上 の 正方 形 の 面 
積 比 も 表せ る (z : 4) こと を 厳密 に 証明 し た の は , か の アル 
夫 メ ゲス で し た 。 

と ころ で ,。 微分 法 の 初歩 の 知識 が あれ ば , 2 つの 公 ヌ 

277 し mt (1) 

ぐー ァ /* OBBOGG (2) 
の 間 の 関係 を 見 破る の は , 簡単 で すね . すなわち , (2) を ,。 ヶ 
で 微分 する と (1) が 得 ら れる , と いう こと で す . 円 の 面積 ⑤ を , 
半径 ヶ の 関数 と 見 れ ば , ヶ が 無限 小 量 の だ け 増 加 し た と き 
の ぐ の 増分 のぶ が , 円 周 7 と み を 2 辺 と する 長方形 の 面積 
に な る (つま り 必 = テ /※ み ) と いい か えれ ば , いか に も そう 
だ ,。 と いう 気 が し て きま せん か ? 


7 一 2 ァ ァ 


この 考え 方 を 高 次 元 化 する と, 球 の 表面 積 S=4z/” と 体 
積 ソー” の 関係 が 出 て きま す . 
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本 セク ショ ン で は , 内 容 が 数 学 II の いく つか の 単元 に また が 
る 問題 , あるいは, 各 単 元 の 深い 理解 と 粘り 強い 思考 が 要求 され 
る 問題 を 扱う . 独力 で 解決 で き な く と も 。, 解答 を 熟読 し て し っ か 
り 理解 で きれ ば , 著者 達 の 意図 は 達成 され る . 難解 で あれ ば ぱ , 初 
読 の 際 は 読み と ば す 手 も あろ う . 
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B. B01 
動 点 P,Q,。 R が それ ぞ れ 
放物線 ヵ = ィ 2 ……… ① 
直線 タデ 2 ァ ー6 0 ……… (の ② 
円 (z 十 387 十 7 テ 1 ……… ③ 上 を 動く と する . 


(1) 線 分 PQ の 長 さ の 最小 値 を 求め よ . 
(2) 線 分 PR の 長 さ の 最小 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > “2 曲線 の 最短 距 雑 ” を 求め る 問題 で す . 2 点 を 同時 に 
動か す と , 頭 が クラ クラ し て よく 分 か り ま せん .。 まず , 一 方 を 固定 し 
G 大 えぐ くみ まし レ よ う 


(1) 放物線 〇 上 の 点 P(。 の ) を 固定 し て , 
まず , 直線 ② 上 の 点 Q だ け を 動か す と き の 
PQ の 最小 値 を と お く と, 7 は 
ヵ =( P(/。 が ) か >) 
直線 ② に 至る 距離 
9| (0 還 還 
y2* 十 (一 1)* Y5 
ー 訪 (CVT5 
と な る . 次 に , P を 動か す (つまり, : を 変化 
させ る ) と , 多 は , 7 一 1 の と き 
最小 値 =Y5 
を と る . 


[ 注 ] 「 下 に 凸 な 放物線 の 図形 的 性 質 に 注目 


し て , 次 の よう に 解く と と も で きる 。 


賠 解 
直線 ② に 平行 な 直線 7 : ゥ 2z 十 7 …… ④ 
が , 放物線 ① に 接する の は ,①, か ら ? ヵ を 
消去 し た の 2 次 方 程 式 
ァ タ ー2 ァ ー ん テ 0 つい ⑤ 
が 重 解 を も つと き ,。 つ まり, 
判別 式 /4 ニ 1 十 三 0 
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-。 ん 三 一 1 
の と き で , この 下 で ⑤ の 重 解 は ヶ = ニ 1 と な り , 放 物 
線 ① と 直線 ④① と の 接点 の 座標 は , (1, 1) で ある . 

よっ て , 点 (1, 1) か ら 直 線 ② に 至る 距離 

|2-1-6| 
PE 

が PQ) の 最小 値 と な る . 

( 2 ) 円 ③ の 中 心 を 

A( 一 3,。0) と する . 

放物線 の 上 の 点 P( ヵ 

だ ) を 固定 する と, 線 分 9 4 
PA と 円 ③ と の 交点 に R 

が 来 た と き , PR は 最小 
値 APー1 を と る . よっ て 
AP を 最小 と すれ ば よい . 

と ころ で P を 動か す と , 

点 P に お ける 放物線 ① の 
接線 が 直線 AP と 直交 す 0 
る と き , すなわち , 放 物 
線 ① の 法 線 が A( 一 3, 0) 
を 通る と き , AP は 最小 
に が の 

P(7。 /)) に お ける 放 
物 線 の の 接線 の 傾き は 


27 で ある . 

[ 2 次 方 程 式 z?ーw( ヶ 一) 十 ど が 重 解 を も つの 当 数 学 打 の 微分 法 
値 を 求め れ ば よい ] を 用 いる と 一 瞬 
ゆえ に 。 P(/。 の に お ける 放物線 ① の 法 線 は , に し て 。 

27( み ーー の) 十 (>ー の テ 0 - 7 三 27 
で 表 さ れる . これ が A(-3, 0) を 通る と き の 実 数 。「/ 
7 の 値 を 求め る と , 

・ 2 だ お 十 す 填 3 三 0 … (/ 二 1)(2 だ ー27 十 3)=0 

あの 

ゆえ に , P( 一 1,。1) の と き , AP は 最小 値 ニ 5 
が どの る き レレ だ が っ つて, ミ PA- 円 ③ 

PR の 最小 値 ニ 5 1 の 半径 


oz 
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B.B0 ら = 


A 


石油 が 倉庫 A に 7 k/, 倉庫 B に 8k/ あ 
る . これ を 販売 店 C, D, EE に それ ぞ れ 5k/ 
6 k/, 4 k7 ずっ 運び た い . 倉庫 か ら 販 売 
店 へ は , 図 の よう な 道 (1 2, ……。 6) 
で 運ぶ と し , 道 w: に よる 輸送 費 を 1 k/ 
あたり 円 と ずる と , 

の ー4。 gs 三 5。 の s 三 7 

g@4 王 10, gs 一 5。 の e 三 9 
で ある . 道 : で 運ぶ 石油 の 量 を z,k/ と 
し て , 輸送 費 の 総額 7 を 最小 に する ry: 

(7? 王 1。 2。…… , 6) を 求め よ . 


変数 は , 6 個 も あり ます が , 与え られ た 拘束 条件 を 使っ 
て , いく つか の 変数 を 消去 する と , 2 変数 関数 に 帰着 され ます . 


アー ズ 6 の 満た すべ き 条件 は , 


55 の 25 Ke 5 26 生 0| ID ③④ 
十 zs 三 5。 7s 十 三 6。 7s 十 76 王 4 0 の et (の 
絡 十 ys 填 7 モ 7 (0 ⑥) 
ys 十 填 86 0 ④ 
で ある 。. 
と ys で な く 計 か 。 2s を 用 いて 他 の 変数 を 表す . 
て も よい が 、 ⑨②, ③ よ り ゎぁ テ 5 一 , za 三 6 一 zzs, 


zs 王 7ーー ア s。 7e 三 十 7s 一 3 

これ ら を ①, ④ に 代入 する と , ① は 

0 ミ ァ ュ ミ 5。 0 ミミ za 人 ミ 6, 3 ミア 」 十 7s 全 7 
と な り , ④ は 必然 的 に 成立 する . また , 

7 テ 4 ヵ 」 十 5zs 十 7zs 十 10z4 十 57s 十 9ze 

三 3 ヵ 十 ys 十 93 

で あり , 左 図 に お いて 斜線 部 と 直線 3z+ 十 za が 
共有 点 を も つ 条 件 を 考え る と , た が 最小 に な る の は 
へ ヽ 、 直線 が (0, 3) を 通る と き で ある . 


ュー0, ya 三 3 


3xi 十 ys 三 3 3xi 十 xs 三 た 


Zz 三 5,。 4 ニー Ys 王 4。 ?6 三 0 


[ 注 ] *, xs を 用 いて 他 の 変数 を 表す と , 結果 的 に 簡単 に な る . 
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B.B03 


ヵ が 不等式 りく テ を 満た し , か つ 2 次 方 程 式 


ァ * 十 2 カー カー0 ここ こつ つこ ① 
が 実数 解 。 お # を も つと き , 点 (ge /) の 存在 範囲 を 図示 せ 
BR 


[アプ ロー チ 了 う パラ メタ で 表 さ れる 動 点 の 軌跡 の 変種 で す . 解 の 公式 で 
解く こと は で きる けれ ど ……. 求め た い の は oe, を ヵ で 表す こと で 
は な く , @。 が と の 間 に 成 り 立つ 関係 式 で す . 


解 と 係数 の 関係 か ら 
時 本 PSCooo (② 
g9 デ ニー タ カ 。 。  。 。 。……… ⑥ 
が 成立 する . よっ て 点 (2。 ) が 求め る 軌跡 上 に あ 
る た め の 条 件 は , ②, ③ お よび 


1 
2 く テ GODO ④ 


を 満た す ヵ が 存在 する こと で ある . そこ で ,② か ら 
定まる P が ③, ④ を 満た す 条 件 を 求め る と 


必 
ー タ (2+ の く テ 


避 
1 g ユ 
@ 十 >ー1 
と な り , これ を 2 平面 
に 図示 し て 右 図 を 得る . 
[ 注 ] ① の 実数 解 条 件 は 
が 十 ヵ =0 
の 等 呈 4 まだ ば の 筐 0 
で ある が , 今 の 場合 この 条件 を 考慮 に 入れ る 必要 は な い . な ぜ な ら 
上 の 点 に 対応 する , / は , 実数 で な けれ ば な ら な い の で , 上 で 求 
め た 範囲 に 


の 芋 二 だ (は の 演 0 
に 反する も の が 含ま れる こと は あり 得 な いか ら で あ る 。. 
計 ” B.126 [ 注 ] 
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B.B04 


双曲線 zy ニ 1 上 の 2 点 を 結ぶ 線 分 の 中 点 と な る よう な 
点 の 全体 の 集合 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 2 点 P, Q が 決ま れ ば , その 中 点 M が 決ま り , P,Q が 
双曲線 上 を 動い た と き の M の 存在 範囲 , と いう わけ で す . B.130 を 思 


MMl 有 2 ま ES の 


双曲線 w=1 上 の 2 点 (e っ ) (& 才 ) 


g 
を 結ぶ 線 分 の 中 点 M の 座標 (, ヶ ) は 
| ァ ー テ (o+ の ae ⑨① 
ee 
2 (ほこ * 恒 ② 
で 与 を られ る か ら , @,。 が 
e キ 2 か つ og キ 0。 2 キ 0 0 ……… ③ 


を 満た し て 動く と き , ①, ② で 定まる 点 (z, 2) の 存 
在 範囲 を 求め れ ば よい . ①, ② は 次 の よう に 書け る . 


[2 っ OOCK ④ 
も: 
ge9 る ⑤ 
1i ) y キ 0 の と き , ④, ⑤ よ ょ より 
7 信二 
2 22 ヶ 
と な る か ら @, / は 2 次 方 程 式 
アー2z7 十 二 =0 
の 


の 2 解 で ある . この 方 程 式 が 異な る 2 つの 実数 解 を 
も ち , どちら も 0 で な い 条 件 は , 


ーー>0 か っ ご キ 0 
グ め 


z2(zg 一 1)>0 
ii) 2 王 0 の と き , ⑤ は g 十 0 と な る か ら , ③, 
④, ⑤ を 満た す g, / が 存在 する 条件 は z 三 0 で あ 
の 
以上 に より , 中 点 M の 存在 範囲 は 
rg(*gー1)>0 また は = ニッ ー0 と な る (上 図 ). 
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3 点 O(0, 0), A(4, 0), B(0, 4) を 頂点 と する 3 角形 の 辺 
OA 上 に 点 P。 辺 OB 上 に 点 Q が ある . へ OPQ の 面積 が へ 


OAB の 面積 の 士 と な る よう に P, Q が 動く と き , 線 分 PQ 


の 通る 範囲 を た 求めよ. ただし, P, Q は 各 辺 の 端点 に 一 致し 
な いも の と し , 線 分 PQ は その 端点 P, Q を 含ま な いも の と 
電 肖 


[アプ ロー チア まず 直線 PQ の 方 程 式 を 作り ます . P。 Q の 動き に は 限 
界 が ある こと も 忘れ な いよ うに し まし ょ う . 


P(2, 0), Q(0, の ) どど おく と 5 の は 図 1 4 


9⑫ー2 ゅ = しつこ ご ① B 
0 く <, < く 4 SizS4 | の ②) 1 
を 満た し な が ら 動 く . この と き 直 線 PQ は 
テ ォ ター ュ 了 テ + 生 = 寺 ③ 8 
と 表せ る か ら , Z が ② の 範囲 を 動く と し て 。 直 
線 ③ の 通過 範囲 を 求め る . 条件 ② の 下 で ③ は s ⑨② は 2 キ 0 を 
ター42 十 4 ヶ モ 0 mt ④ 意味 する . 
と 変形 で きる の で , ②, ④ を 満た す Z の 存在 条件 を 
求め る . 以下 に お いて , ④ の 左辺 を (2) と する . 
i ) ②, ④ を 満た す 4 が 2 つ 存 在 す る ( 重 解 を 含 
む ) 条件 は , 図 2 に より 
71)>0。 (4)>0 き 端点 の 符号 
1< 信 <4 対称 軸 の 位置 
4 一 4zy=0 = ④ の 判別 式 
4 ァ 十 4。 ァ 十 4 ヶ >4 
テ く りく 2 
Z2/ 全 1 
ii) ②, ④ を 満た す Z が 1 つ 存 在 する 条件 は , 図 3 
に より , 
7(①)7(4) く 0 


(4 オー4)(z 十 42ー4) く 0 で ある . 
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図 3 4 /(@ 


線 分 PQ は 第 1 以上 の 結果 を >>0, ヶ >0 の 範囲 で 図示 
象限 に ある . する と , 図 4 の よう に な る . 


図 
ドコ 
こう 
ヾ = で や ーーー 
ーーーー < 


SN 


ン ン ジジ ジラ テニ ーーー 


1 4 


[ 注 ] 1" 直線 ③ は 双曲線 xy ニ 1 に 接し な が ら 動い て いる . また 接点 


( ち 人 < が ⑨ を 満た す と き , 訪 く > く 2 の 範囲 に ある . 
2" 次 の よう な 考え 方 も ある . > を 固定 し て を 動か す と き 。③ で 与 
えら れる ? の 値 域 を 調べ れ ば , 図 4 の 斜線 部 と 直線 ヶ ニ ー 定 の 共 
通 部 分 が 得 ら れる は ず で ある . そこ で , ③ を ?》 に つい て 解き 
24 
ニニ 旨 衣 ち 


と する と 。 は 一 の 2 次 関数 と な る の で 値 城 を 求め る こと が で き 
る . この 方 法 は B.143 に も 適用 する こと が で きる . 
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放物線 = ニッ” 上 を 動く 点 P が ある . P を 中 心 と し z 軸 に 
接する 円 の 内 部 が 通過 する 範囲 を 図示 せよ . 


[アプ ロー チ > B.142, 143 お よび 前 間 B.605 で 学ん だ 通過 範囲 の 問題 
の 仕上 げ で す . 


隔 還 P の 座標 を (。 ) と する と , 円 の 内 部 は 
(2 が 28( ん ー だ が )272 主計 ① 寺 半 径 は だ 
と 表せ る . 点 (z, ヶ ) が 求め る 範囲 に 属す る た め の 
条件 は , ① を 満た す 実 数 7 が 存在 する こと で ある 。. 
① を 整理 し た 次 式 の 左辺 を (の と お く . 
( 山 雪 2 の 品 二 2 た な に の 0 トク 0 還 訴 iiaeoes (の) 
i ) 一 訪 の と き 。 (の ーー2z7+ 二 地 と な る か 
ら , ⑨② を 満た す 7 が 存在 する 条件 は , > キ 0. ァ ー0 な ら 。 
d 
) ヶ く 訪 の と き 。 1-29>0 だ か ら , ⑨ を 満た す の ニテ >0 
7 が 存在 する 条件 は , 2 次 方 程 式 が 2 つの 異な る 
実数 解 を も つこ と で あり , 
ァ *ー(1 一 2)(z? 十 9 の >0 - ② の 判別 式 >0 
2(2z* 十 2 ゲー ク ) >0. 
抽 ) ッ > テ の と き , @ を 満た す # は 必ず 存在 する . 
以上 に より , ② を 満た す , の 存在 条件 は , 


= か つ x キ 0 


N 
<N 


靖 
97 く テ か つ 2(2z* 填 2 ゲー9)>0 の ら 
また は グ 
有 
9 フラ ン 
と な り 。 これ を 図示 する と 右 の よう に な る グ ク ク 
ほ 示 こ な る . ンジ 8 
シン ンジ = ニング ク 
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B.B0 フ 


60 不等式 /+ 全 >3 を 解け . 


(2) 次 の 不等式 が 表す 領域 を 図示 せよ . 
logz ヶ 十 21og。 ァ >3 


[アプ ロー チ > (1) で は 分 母 を 払う た め に , 両辺 に だ を か け ま す . >0 
だ か ら で す . (2) で は , 底 を そろ えま す . 


た だ し , 境界 線 は 含ま な い . 


( + 信 >3 の 両辺 に だ を か け て 分 母 を 


払う と だ 圭 27 一 3 が >0 
7 一 1)(7 一 2)>0 

と ころ で , 3 つの 数 の 積 が 正 と な る の は , 全て 正 で 
ある か 2 数 が 負 で 最大 数 が 正 の 場合 で ある . 

#>7 一 1> ァ 一 2 で ある か ら , 上 式 が 成り 立つ の は 

7 一 2>0 また は 7 ジ >0> ァ 一 1 
すなわち , 
#>2 また は 0<7 ぐ 1 

の 場合 で ある . 


( 2 ) まず , 真 数 と 底 の 条件 か ら 。 >。 2 は 

ァ >0。 ァ キ 1。 タ >0。 2? キ 1 0 … の ti ① 
を 満た さ な け れ ば な ら な い . 

この 条件 の も と で , 底 を > に そろ える と 


2 
logz9 二 ニッ の (⑨) 


(に お いて logz ヶ 王 ! と お く と, (1 の 不等式 と な る 
の で , その 解 は , 
]ogz: ッ >2 また は 0 く logzy ヵ く 1 0 ……… (の 4 
0 く ヶ ぐ 1 : 1 く ヶ > と 場合 分 けし て 考え る と , ⑨ は , 
ァ >1 か つ (1 くみ ヶ く > また は ヵ > ァ 2) 
まだ (は 
0 くく 1 か つ (> く ヶ く 1] また は 2 く ヶ z?) 


と 変形 で きる . 
① か つ ②" を 図示 する と 左 図 の よう に な る . 
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を を 与え られ た 実数 の 定数 と する と き 。, 
cos 字 十 sm ァ キモ 0 0 mimihththt ① 
を 満た す > (0 ミ ァ <2Z) の 実数 値 の 個数 を 求め よ . 


[アプ ロー チア この 手 の 問 題 は , 旧 課程 で は , “必修 の 難問 ” で し た . 弧 
度 法 が 排除 され た 新 課程 で は 出題 し に くく な り ま し た が , 教育 的 価値 
を 考え て , 敢えて 取り 組ん で も ら う こと に し まし た . 


103I2 た ーー G 生 ご ) 
と お く と , 方 程 式 は , ダ に つい て の 方 程 式 
X2 ニ 一 1 三 。。 。。 | |) ……… ③ 


に な る . 対応 ② を 考慮 する と , 方 程 式 や を 満た す 実 
数 >(0 ミ ァ <2z) の 値 は , 方 程 式 ③ を 満た す 実 数 
に 対し , 
較 ー1 く 祥 く 1 な る も の に 対し て は 2 個 ず つ 恒 こ こ が 本 問 解 決 
ii) メー 土 1 な る も の に 対し て は 1 個 ず つ の 急所 . 
対応 し , それ 以外 の に 対し て は ,1 つ も 対応 し な い . 
そこ で , ⑧③ の 実数 解 で 。 i ) 一 1 く < 双 <1 な る も 
の の 個数 妨 。 ii) メー 土 1 な る も の の 個数 zz を 
求め る た め に T 平面 上 の 放物線 アニ ダメ ーー1 
と , 直線 ヤニ の 共有 点 を 考え る と , 右 図 より , 


ん を く 一 5/4 の と き ,。 0。 zz 三 0 
た テー5/4 の と き 。 7: 三 1。 72z 王 0 
ー5/4 く た く ー1 の と き 。 2n 三 2。 222 三 0 
を ーー1 の と き 。 1。 zz 王 1 
ー1 マ た ぐ 1 の と き , 1。 7z 三 0 
な 三 1 の と き , 三 0。 7zz 三 1 
を >1 の と き , 色 三 0。 7zz 三 0 


求め る > の 実数 値 の 個数 は , 2 ヵ 十 zz で ある か ら , 
たこ ー5/4 また は >1 の と き 0 個 


た 1 の と き 1 個 
を ニー5/4 また は 一 1 こく を <1 の と き 2 個 
た ニー1 の と き 3 個 


ー5/4< た マー1 の と き 4 個 
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B.B0g : 


(1) 次 の 等 式 を 示せ . た だ し の , @ は 実数 二 1 で あ 
の 
(cos の 十 7sim の )(cos @ 十 7sin の ) 
三 cos( 久 十 ) 十 7sin( の 十 の ) 
(2) (cos 72" 十 7sin727)5 王 1 が 成り 立つ こと を 示せ .。 
(3) (2 誠 利 用 し し で cos72* 42 


複素 数 の 計算 法 (1) 複素 数 の 積 の 定義 と , 加法 定理 か ら 
に つい て は , (cos の 十 2sim の )(cos @ 十 7sin の ) 
Le 数 学 B 三 cos cos 一 sin sin の 

十 Z(sin cos 十 cos の sin め ) 


三 cos( 欠 十 ) 十 2sin( の 十 多 ) 自 


( 2 ) 1) で 示し た こと か ら , 任意 の 自然 数 ヵ に つ 
「 ド ・ モ アブ プル 区 いて (cos の 十 2sin の 7 三 cos z9 十 sin の 
(de Moivre) の が 成り 立つ .、 し た が っ て , 
定理 」 と 呼ば れる . (cos 72" 二 7sin727)* 王 cos 360" 二 7sin360" 王 1 自 


( 3 ) gcos72? 十 sin72" と お く と , (2) で 示し た 
よう に , の = テ 1 … (eg 一 1)(@〆2 十 〆 十 の 〆 十 g@ 十 1) テ 0 
相反 型 の 方 程 式 * eZ キ 1 だ か ら @ 十 〆 十 〆 十 十 1 テ 0 
@ キ 0 だ か ら 両 辺 を 〆 で 割り , 
1 II 
ぐ 上 e+1 エ ニー+ タデ 0 


e+ ニテ 所 お < 又 2 上 ダー] 三 0 PPPCCCCC ロ ① 


と ころ で ,。 一 般 に 
1 


(cos の 十 zsin の の 


人 本 5 cos の 一 2sin の 
分 母 の 実数 化 三 (cos の 十 2sin の で Tsing 


で ある か ら , ダー テ 2cos727。 し た が っ て >0 で な 
けれ ば な ら な い の で ,① よ り 
ーー 


三 2cos の 


を よっ て 。 cos72" 三 ーー 
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日 .B10 ーー ツー ツー ツー… 
放物線 ?= ニ ァ ” 上 の 動 点 P は , 


AD 1 だ 記 B( - あ す ) と の 間 を 動く . 


APB の 大 き さ が 最小 に な る と き の P の > 座標 を 求め よ . 


[アプ ロー チラ > APB=9 に つい て , tan の を P の > ヶ z 座 標 で 表す こと 
は , B.218 で 学ん で いま す . 
2 直線 AP, BP の ヶ 軸 と な す 角 を それ ぞ れ 


e, が (一 90" く 8 く g く 90?) と お く と , APB=ー の は 


の 180*-( ゥ ーー が 
で ある の で 


tan / 一 tan 


tan 9 一 tan(2ー の ニ 1 十 tan が tan@ 
と 2 る 。 


で GIIP( の 。 の 530G 


と な る の で , これ ら を ① に 代入 し て 整理 する と 


tan 本 5 
2 お 2 が 1 2( ) 7 
Oatestazos 
1 8 
と な る . 


こと こ で, tan の < く 0 より , の の 範囲 は 90" く の 9 ぐ 1807* 


と 考え られ る の で , の が 最小 と な る の は tan の が 最 
小 。 し た が っ て , 2z“ 十 ァ 十 1 が 最小 と な る と き で あ 
る こと が 分 か る . 

よっ て , 求め る 点 P の 座標 は 


隊 計 | 
ーー 


で ある . 
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1 辺 の 長 さ 4 の 正三 角形 ABC を その 中 心 の まわ り に 角 の 
回 転 し て 得 ら れる 正三 角形 を AB'C' と する . た だ し , 
0* く の <120" と する . 

両 三 角形 の 共通 部 分 の 周 / を の の 関数 と し て 表し , その 
最小 値 を 求め よ . 


共通 部 分 は 等 辺 六 角形 で ある . 
その 1 辺 DE ティ ァ と し , 
AD テ = テ AD テ = テッ 。 AE セテ CE ティ 
NAS 二 
まず 
ァ キ 9 キテ AC テ ター 0 eee ⑨③ 
で ある . また , へ ADE に 正弦 定理 を 用 いる と 
Co // 半 る 
sin60" sin の sin(120*ー の 
と いう 等 式 を 得る . 
この 値 を た と お く と , 
we 


ヶ ー ん sin の 
< 三 ん sin(120* 一 の ) 
と な る . 
と これ を ① に 代入 する と, 
(sin60" 十 sin の 十 sin(120" 一 の )= テ Z 


め 
sin60" 十 sin の 十 sin(120" 一 の 
だ か ら 
6zsin60“ 
sin60" 十 sim の 十 sin(120" 一 の 


生 積 ト / 三 6z デ 6 た sin60* ニ 
sin の 十 sin(120"ー の ) 2 
三 2sin60"cos(9 一 60?) ー ュ 2cos(9 一 60) 
75BSMU 后 
の 9 一 60" の と き / は 最小 と な り , 
最小 値 2g 


で ある . 
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2 つの 曲線 ?= ァ ー3z … ① と ヵ テ 3( ァ ー2) 十 の … ⑨ 

と が , 相 異 な る 3 点 で 交わ り , この 2 つの 曲線 で 囲ま れ た 2 
つの 図形 が 同じ 面積 を も つた め , ZZ と が 満た すべ き 条 件 
の 2SKOOS 二 71 


Ve- の (⑦ー の ー の みみ = 吉 (⑦ @ の (28 一 gー7) 
で ある こと は , 証明 な し に 用 いて よい 、. 


ESRSI03RSRGSSG30 


PSBSSSN 


| アプ ロー チ > 2 曲線 の 囲む 2 つの 部 分 の 面積 が 等 し いた め の 条 件 を 
処理 する 方 法 は , B. 507 で 学び まし た .。 な お , B. 504 に な ら え ば 与え 
られ た 公式 を 証明 する の は 難し く あ り ま せん . 

隊 較 ①, か ら ヶ を 消去 し て 得 ら れる の 3 次 方 
程 式 < ダー3z* 十 3(2z-1) ァ ー(3Z2Z 十 の 0 。 …… 《⑥) 
の 左辺 を 7(z) と お き , ③ の 実数 解 を 。 2, /, 7 
(みく / く ヶ ) と する と , 面積 が 等 し い 条件 は 


り /() み =0,。 すなわち 


UG- の ⑦ー の ( 々 ー ク み =0 


で あり , 与え られ た 公式 を 用 いる と , これ は 

( ヶ ー@*(28 一 gー7)=0 。 … 28=g キ 7 …… ④ 
と な る . よっ て 。 3 次 方 程 式 ③ が , か つ ゥ くく ァ 
を 満た す 実 数 解 og。/,。 7 を も つた め の Z, ヵ の 条件 
が 求め る も の と な る . と ころ で ,。 2@, , 7 は 。 2。 の 


に より 3 次 方 程 式 の 解 
の EGO2 証 Oi 引導 還 還 上 眼 還 本 ccs ⑤ き と 係数 の 関係 
e8 寺 の 填 7g 三 3(22-1) 。 …… (⑥ 数 学 B 
@// ベン の 記 国有 G2ccc ②⑦ 


で 定まる . し た が っ て ④ が 成り 立つ た め に は ,⑤ よ り 
1 PCDCOD ⑧, g 十 7yー2 as ass ⑨ 


で ある べき で ある . これ ら を ⑥, ⑦ に 代入 する と , が ヵ 横 が 4 で 
ある 2 数 を 解 と 
7@ 三 6 一 5 2 ⑩, 7@ 三 3 の 十 か Do つつ CC ⑪ り 
) W する 2 次 方 程 式 
と な る . し た が っ て ⑨, ⑩, ⑪ を と も に 満た す 異 な > /」/ ニ 0 
る 実数 g。 7(Z く ヶ ) が 存在 する 条件 か ら , が 実数 解 を も つ 
1* 一 (625)>0 か つ 6g-5 テ 32* 十 の 条件 は 


cg ぐ 1 か つ 6 ニー3g* 二 6g 一 5. ゲー4=0 
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6 は 0< く 2 く 1 を 満た す 数 と し て 9 妥 ー の )(z*ー1) 
と する . テア (>) の グラ フ と ヶ 軸 と に よっ て 囲ま れる 3 つ 


の 部 分 の 面積 の わ 和 ぐ S が 最小 と な る の は g 三 2sin10*' の と き 


で ある こと を 証明 せよ . 


ッ ー ア (z) の グラ フ の 概 形 は 左 図 の よう に な る . 
ヶ 軸 対 称 性 に より 
テー の み + り (-7⑦) み 
と な る . ここ で 7(x) の 原始 関数 と し て 
Fr()= そ ー 7 ユ アア? 十 の ア 
を と れ ば 


#-IF の は |-f の | 
ー2 が (の (1) (0) 


の "1 1 〆 十 1 
S=4[ を 〆+ gl 信 - 3 + 
ON5 7 2 ローバ 
の 8 5 
に 9202 
人 ーー ミ Z(〆ー3+1) 


に お いて ,。 g(2) ニ ダー32 十 1 と お く と 
の (の 3(Zー1) と な る こと か ら , 9 の (2) の グラ フ は 
左 の よう に な り 0 くく 1 か つ の (@⑦ テ 0 を 満た す 
数 々 が 1 つ 存 在 し , 0 く <Z く oe で は 9(②⑦>0, 
eg ぐ gZ ぐ 1 で は の の ) く 0 と な る . 
よっ て ,。 2 の と きぐ が 最小 に な る 。. 
と ころ が 3 倍角 の 公式 に より sin39 三 3sin 9 一 4sin* の 
で ある か ら 
2=2emr cs< と すま =i( 八 -4 二 
8 一 38 二 1=0 すなわち g( の )= テ 0 
も ちろ ん 0 くく 1 で ある か ら , 上 の 議論 より 
/ ゥ で ある . 是 
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7(z*) テ ィ * 二 4 ァ 7? 十 z? 十 C 十 の は 任意 の 3 次 以下 の 多 項 
式 2(z) に 対し て 
7⑦ の のみ =0 
を 満た す . 
(1) 4, , C, カ を 決定 せよ . 
(2) C(?), 0(z) は 高々 z ヵ の 整 式 で , 7/(>) ニ 0 の 相 異 な る 
実数 解 m。 あの 。 の 5 w に 対し G(g) テ 6(gj) 孤 三 1 の 
3, 4] を 満た す と する . この 条件 を 満た すす べ て の 
(>), @( ヶ ) に 対し て 
り .G(⑦) み = の ⑦ み 5 @ 
が 成り 立つ よう な ヶ z の 最大 値 を 求め よ . 


[アプ ロー- チ > C(2)=6(g:) [7 王 1。 2。 3。 4] と いう 条件 は 
C(z) 一 (>) が ア (z) で 割り 切れ る と いう 条件 と 同値 で す . 


(1) 2(?)= 太 * 十 謙 ? 十 2 十 2 と お く と 


1 
/6769/ 
ー (e+ 4 が gy Cz 填 の ) 
X(z? 十 友 * 十 72z 十 2 宅 
= (4z+ C り gw 二 人 (Zr 邊 gz す Z の る | の" み = り 
+ が (4z Cz9 み 二 負 (et Bz 寺 の ) み 
2 2」25 2 
ー( チ 4+ る C+(+ る B+ の )/ 
2 2 2 全 2 
+( 人 4+ 含 C)w+( 信 すす ぢ 2 の) 
0 
この 式 が 任意 の を 。/。 72。 2 に 対し て 成り 立つ た 
め に は , 
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4+ そ る C=0 
を る の 0 
4+ 今 どー0 
信二 今 お 2 の ー0 

で ある こと か 必要 十分 で ある . 上 の 4 式 を 連立 し て 
3 


6 ーー ニニ ーー 
4 三 0, 王 生 4 の 王 の = 


( 2 ) 与え られ た 条件 より 
C(z) 一 6(?) ニ パル ァ ) が が ( 々 ) 

と 表せ る . 

アプ (z) が 4 次 式 で ある こと と を 考え る と , z 人 ミ 7 の と 
き は 。 が z) は 高々 3 次 式 で ある か ら 

 (G⑦-@⑦) み = 7( 々 DD み =0 

すなわち ,。⑧ が 成り 立つ . 

一 方 。z 三 8 の 場合 , た と えば , C(z)= げ (z) 
0( ヶ ) ミ 0 と する と 


( e) み = 


1 


4 ー ラ テマ 村 計 ) 


1 


\ 
= 7 の の 
ー) (メー お ーー" 


先 か 
=2( 9 49 75/ 


( 9) み =0 


と な っ て ⑳⑧ は 成り 立た な い . 
求め る ヵ の 最大 値 は 7 で ある . 
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P2/ 平面 の 原点 か ら 」 軸 の 正方 向 と 角 9 を な す 方 向 に 射出 
され た 光 が , 点 P(2, 0) を 中 心 と する 半径 ヶ の 円 周 で 反射 
し て , ヶ 軸 と 平行 に 進ん だ . た だ し , 光 が 円 周 で 反射 する と 
き , 反射 点 で の 円 の 法 線 は , 入射 光線 と 反射 光線 の な す 角 を 
2 等 分 し 。 か つ の >0。 2Z> ァ >0 で ある と する 。. 

(1) ZOPQ ニ ゥ Z と する 時 , tan の を 。 を 用 いて 表せ . 

(2) cos み を ヶ と 6 を 用 いて 表し , ヶ を 限り な く 0 に 近 づ 

た の PRIN 


| アプ ロー チア (2) で は , 9 と Z の 関係 式 を 導い て , (1) の 結果 と あわ せ て 
tan の を 消去 すれ ば 求め る 関係 式 が 得 ら れ ま す . 


(1) 右 図 ょ り 
O0Q=ーOP+PQ で ある か ら 
Q(Z,。 の ) は , (Z, の 
三 (2, 0) 十 ( ヶ cos(180*ーg), 
ヶ sin(180"ー ゥ )) 
(2 一 ヶ cos@,。 Sin@) 
NR 


(2 ) 光線 と 法 線 の な す 角 を と する と , 上 図 より 
@ 十 が 王 90?。 9 十 3Z 十 /ー180* 
し た が っ て 9 の 90* 一 2g で ある か ら 


tan 9 一 tan(90"2 の =Sos ター し OO ② cos 2g 三 2cosizー1 
① と ② よ り , tan の を 消去 する と SG9922 
22cos*〆 一 cos@ーg 三 0。 cosg>0 で ある か ら 
放 EE 


COS @ 王 
4g 


ヶ が 0 に 限り な く 近 づく 時 , 


限り な く < 近づく の で ,g は 45" に 限り な く 近 づく . ョ 0*<。<90* 
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日 .B1B ee 生生 
実数 を が いろ いろ な 値 を と っ て 変化 する と き , 
ッ ー ア (>) テッ パー3z* 十 3 の 極大 点 の 軌跡 を 求め , 図示 せよ . 


[アプ ロー チ > "の 係数 >0 の 3 次 関数 7/(z) は 2 次 方 程 式 (>)ー0 
の 2 実数 解 の うち , 小さ い 方 で 極大 と な り ま す . 


(>) ニ 3z*ー6z 十 3 た 
3(z*ー2 ァ 十 ん ) 
プ (z) は , ア (z) テ 0 の 2 実数 解 の うち , 小さ い 方 
で 極大 と な る の で , 極大 点 の 座標 を ( ァ , ヵ ) と する 


と ES 
李 容 避 は し ッ ニ ゲー32F3。 の の ① 
ター ア ( ヶ ) 上 . で あり , 
ァ が ②⑨② の 小さ ぃ い 7 GOGGPCG ⑨ 
方 の 実数 解 を 表 主導 ⑨③ 
す 条 件 . が 成り 立つ . 


よっ て ,。①, ②, ③ を と も に 満た す 実 数 が 存在 
する よう な yr, ? の 条件 が 求め る も の と な る . 
⑨② を 用 いて , ① か らん た を 消去 する と, 


ッ デ テー2z? 十 3z* GOGO ④ 
と な る の で , 求め る 極大 点 の 軌跡 は 。③ か つ (④, 
6 すなわち , 
0 ニー2z* 十 8z? か つ 1 
 ) で ある . さら に , ④ か ら 


1 の テー6z* 十 6 テー6z( ァ ー1) 
1 と な る こと か ら ,③ か つ ④ の 左 の グラ フ を 得る . 
[ 注 ] 3 次 関数 (>) が 極 値 を と る た め に は 。 ア (z) テ 0 が 異な る 2 実 
数 解 を も つこ と か 必要 十分 で ,。 その 条件 は を く 1 ……… ⑦ と な る . 

この 下 に , (>) ニ 0 は 異な る 2 実数 解 1 土 71ー た を も つの で 
この うち の 小さ い 方 の 解 > ニキ ュー ルー ル ……… ⑦ で 7f ヶ ) は 極大 と な 
る . よっ て , 極大 点 の 座標 を (z, ヵ ) と する と 

ッ デ ーッ パー3z* 十 3 OO ( ウ ) 

で あり , ⑦, ⑦, ② が 極大 点 (>,。 ヶ ) の パラ メタ 表示 を 与え る こと に な 
る . これ か ら ょ を 消去 すれ ば よい の だ が , 上 の 解答 より 見 通し は 悪い . 
⑦ か つの ⑦ の か わり に , ② か つ ③ で 済ま す の が うま い の で ある . 
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上 ht RW 内 
な (の =1+V な (のみ CGC の) 


[z 三 0。 1。 2。 …… ] を 満た す 関 数 ん (z) に 対し て 次 の 問い に 


(1) な く ) を 求め よ . 

(2) z が 偶数 の と き , 任意 の 実数 > に 対し (>)>0 で あ 
り ,z が 奇数 の 時 方 (z) 三 0 は た だ 1 つの 実数 解 を も る つ 
こと を 数 学 的 帰納 法 を 用 いて 証明 せよ . 


[アプ ロー チア (1) で は , まず ヵ (?), な が (z) を 求め て 方 (z) の 見 当 を つけ , 
それ を 数 学 的 帰納 法 で 証明 し ます . 


(1) ①, ②③ ょ り ヵ (z) テ 1 十 ヶ , 
NRUSoe で ある の で , 
訪 ( 々 )= テ ] キ ーー 放す ー+ 計 RODOCCCLD (*) 
ME 
この 推定 が 正しい こと を 数 学 的 帰納 法 で 示す . 
[ I ] z 一 0 の と き , ① よ り (*) は 成り 立つ . 
[IL] 一 た の と き , (*) が 成り 立つ と 仮定 する と , 
⑨ よ ょ より 
の 


なの TV(T オ キー キ 生 )w 


1 


ー1+ 苦 二 茜 +… + で +TD! 


と な り , z 三 ん 十 1 で も (*) は 成り 立つ . 
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@⑯20 四 司 呈 2 寺 0 原 の 寺 生 が (69 圭介 

M/ 方 (*) ニ 1 で ある か ら 成 り 立 つ . 

[IL] 任意 の 実数 > に 対し ヵ x(z)>0 で あり , 

訪 。n(z) 三 0 を 満た す > の 実数 値 々 が た だ 1 つ だ け 

存在 する と 仮定 する . 

記 (Z) 三 (て ) 

9 で ある か ら , xi(z) は 単調 増加 で あり , し た が っ 

ie 


9 三 ム + の 


ァ く eg ぐつ な mr(z) く 0 
株 を つう ri(z) テ 0 
で ある . 
訪 誠 2(Z) 三 (て) 
より , 訪 。2(z) の 増減 は 下 表 の よう に な る . 


| 42() 


GE 
訪 記 2() ミ 記 。2( の ) 


。 なす 
og キ 0 匠 ー を ru( の 二 つ T9T 


> あ r( の テ 0 

つま り , 任意 の 実数 > に 対し , ヵ +2( ァ )>0 
で ある . 

つぎ に 記 。4s(z) は , y の (2z 十 3) 次 関数 で ある 
りー ニム.s( 々 ) か ら 方 rs(z) ニ 0 を 満た す > の 実数 値 は 少な く と も 
1 つ 存 在 する . 

呈 2 が 

訪 誠 5(z) 三 記 。r( て ) ラ 0 

で ある か ら ヵ 。+s() は 単調 増加 で ある . 
園 よっ て , 記 。-s(Z) 三 0 を 満た す ヶ の 実数 値 は , た だ 


テー 1 つ だ け 存 在 する . 邊 
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7(>) テ ZZ" 十 7 十 c 十 の と し ,。 記 (Z) を 次 の よう に 定め 
る . 
(>) テマ ) 


な ( 々 )= ニ (な っ (テー 記さ 0) ( ぁ =1 の 証 3 oe ) 


(1) な (z) を 求め よ . 
(2) 2 キ 0 の と き , z が ある 数 を こえ る と , 方 () は 極 値 を 
も た な く な る こと を 示せ . 
[アプ ロー チ > た ん (z) の 次 数 に 注目 する こと が ポイ ント で す . 
了 還 (1) 放 z) は 高々 3 次 式 で あり , 
方 コ ( ァ ) が 高々 3 次 式 で ある な ら , 記 (z) も 高々 3 次 
式 で ある か ら 
記 (⑦) ニ 2 十 が z7 十 e 十 の 
と お ける . まず , 
20 三 6 の 。 が 三 の 。 の 三 c。 の の | ① 
7 こ 


な (の = す ( な テー0 二 4Z+1) 


より 
gz の 7 十 の 2Z7 十 czZ 十 の 


ー タ (gr テー1 二 っ (テー て ga( ァ ーD す の 


填 gzai( 十 1 十 -( 二 177 十 cz_i(z 十 1) 十 み -J 
三 み =12 土 ュ 7 十 (32z- ュ 十 gz) ア 十 (が ュ 十 の - ュ ) 


の の ze 。 記 記 記 記 22eeeee の 
ぁ 三 あ コ 0 0 mm ③ 
32 コキ Can 0 ④ 
太 三 の ココ 0 や pp の ⑤ 
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① を 考慮 し て ,②-⑤ を 解く . 
まず , ② と ⑨ か ら 
陸 (2 三 01。2。 …… ) 
で ある . する と , ④, ⑤ で 定まる {cg』j, {2.) は それ 
ぞ れ 公差 が 32, ヵ の 等 差 数 列 で 
三 c 十 3222 
5 
で ある . 
し た が っ て 
方 (>) ニ gr? 十 px“ 十 (c 十 3g7) ァ 十 (g 十 72) 


( 2 ) (1) の 結果 に より , 記 (Z) は 
方 (<) テ 32z* 十 2z 十 (c 十 322) 
と いう 2 次 関数 で ある . この 判別 式 を 用 , と お く と 


デー ゲー32(c 十 322) 


テー9g7z 十 (ゲー32c) 

で ある か ら , z が 
ゲー3gc 

9Z/ 
を 満た す ほ ど 大 きく な る と 

の , ミ 0 
と な る . この と き , 記 (>) は 符号 変化 を も た ず 
し た が っ て , 方 (>) は 極 値 を も た な い . 自 


6 キ 0 馬 72 三 
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日 . フ 1 ヨ ニ モー ドー mom ーー 
半径 が 2 の 底面 を も つ 2 つの 直 円 柱 が , 中 心 軸 が 直交 す 
る よう に 交わ っ て いる . この と き , 2 つの 直 円 柱 の 共通 部 分 
の 体積 し を 求め た い . 
(1) 円 柱 の 中 心 軸 を 含む 平面 に 垂直 で , 中 心 軸 の 交点 O 


を 通る 直線 を ヶ 軸 。 〇 を その 原点 と する と き , ァ テー 定 
な る 平面 に よる この 立体 の 切り 口 の 面積 S(z) を > の 
式 で 表せ . 


の 20 の > 


2 ロー- ま > 円 柱 を 中 心 軸 に 平行 な 平面 で 切っ た 切り 口 は 2 本 の 平 
行 線 を 境界 と する 帯状 図形 (無限 に 伸び た 長方形 ) に な り ま す . 直交 す 
衝 NAMN SENT 


( 1 ) テー 定 な る 平面 


宝 
に よる この 立体 の 切り 口 は , 右 
MM 一 辺 の 長 2 oNE 
QR=2PQ=2 ソ 72 アー ァ “* し 
で ある 正方 形 で ある . よっ て 
S(>)2/ ーッ ァ *X27 ーッ ァ "* 
= テ 4(g*ー ァ ?) 


(2) 切り口 が 存在 する の は , 
ーー の 全 み 全 の 


の 場合 だ か ら , 求め る 体積 は 
= Ss 本 


三 り 4( ダ ゲー ? う の 


= コミ 2 見 | 
PO 537 |。 


4 


3 


クタ 


クタ 3 


還 C. 探究 入 国 二 征 


本 篇 で は , 数 学 II に 登場 する 数 学 的 概念 の うち , 


教科 書 や 中 級 の 参考 書 で は , さり げ な < く 通り 過ぎ て い 
る (ある い は , 無自覚 に 飛ば し て いる ) も の 


「 指 導 要 領 」 の 制約 の た め に , 本 来 の 自然 な 発展 的 記述 
を 中 断 さ れ て いる も の 


を , 意欲 の 高い 読者 の た め に , 項目 別に まとめ た も の で ある 。. 


と ころ に よっ て は , 理解 に 困難 を 感 ず まお こと も ある だ ろう が , 
あま り 神 経 質 に な ら ず に , 何 回 も 繰り 返し て 読ん で も らい た い . 
自分 の 興味 の ある 項目 を ,。 ひろ い 読 みす る だ け で も , も ちろ ん 良 
い 。 


な お , 読者 の 利便 を 考慮 し て , 本 シリ ー ズ 「 大 学 へ の 数 学 ニュ 
ー ア プロ ー チ 」( 数 学 I , 数 学 A) の 項目 を , 一 部 重ね て 収録 し た . 


クダ 


) @. 図形 の 移動 ( 


| 庶 P(Z。 の を 。 
9 (1) ヶ > 方 向 に 2, ヶ 方 向 に ヵ だ け 平 行 
1 アン 移動 する と , 
2 P 点 Pi( ァ > 十 2,。 ヶ 十 の に 
eled レー | (⑳) 原点 に 関し て 対称 移動 する と 。 
2 ば 226 二 の まま 二 み リリ 
ゴーー ン 衝 一 ーーーー= (3) 軸 に 関し て 対称 移動 する と 。 
ik ] 点 Ps(z。 一 り に 
52 2 (4) ヶ 軸 に 関し て 対称 移動 する と , 
ダグ 点 PA( 一 7) (ma 


(5) 直線 ?ー ァ に 関し て 対称 移動 する と , 点 Ps(2, >) に 
それ ぞ れ 移る . 
それ で は , 方 程 式 
20 ーーe 6W 
で 表 さ れる zz 平面 上 の 曲線 は , どの よう な 曲線 に 移さ れる だ ろ 
ウル 月 


(1) ヶ > 方 向 に 2, ? 方 向 に ? だ け 平 行 移動 する と , 
曲線 /(*ーZ。 ヶ ー の = テ 0 に , 

(2) 原点 に 関し て 対称 移動 する と, 
曲線 7/( 一 ヶ y。 一 0 に , 

(3) > 軸 に 関し て 対称 移動 する と , 
曲線 7/(z,。 一 の = テ 0 に , 

(4) ? ヶ 軸 に 関し て 対称 移動 する と, 
曲線 /( 一 > ヶ 。 め = テ 0 に , 

(5) 直線 ヶ = ニ ァ に 関し て 平行 移動 する と, 
曲線 (2, z) 三 0 に , 

それ ぞ れ 移る . 


証明 : (1) 問題 の 平行 移動 は , 点 ( ヶ , ヶ ) を , 
PX 一 - ジ に に 70 床 未 寺 示 款 未 氷 の ⑨) 
2 一) 還 還 語 eeeg ⑥) 
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で 定まる 点 ( ズ , ) に 移す "写像" で あり , 我々 の 目的 は , 
この 写像 に よる ① の 像 を 求め る こと 。 すなわち , 点 (z,。 9) 
が ① 上 を 動い た と き 点 (, ) の 描く 軌跡 を 求め る こと で 
ある . (eg B.140) 
点 (マズ, ) か 求め る 軌跡 上 に ある . 

を つき ①, ②④, を 満た す y, ヶ が 存在 する 

を うー ニダ メー, 2 アー が ① を 満た す 

を - (ダー,。 アー の =0 
で ある か ら , 写像 ②, ③ に よる ① の 像 は , 

げ ( ァ ーo, ヶ 一 の = テ 0 


と 表せ る . 
(2)^(5) に お いて も 同様 に , 
ダニ テーマ ダニ テッ ァ 
(の 層 に 6) 半 
ダー アァ ダニ ーッ 
の 際 @) 1 


で 与え られ る 写像 に よる ① の 像 を 求め れ ば よい . 血 


1” 直 線 ゥ ー2 王 %( ァ ー の ) 
放物線 め ー9=( ァ ー の )* 
は , それ ぞ れ 
直 線 ヶ 三 % ァ 
放物線 = ァ * 
を (1) の よう に 移動 し た も の で ある . 


2* 方 程 式 の が ヵ に つい て 解け る と き , ① は 。 ある 関数 ? 三 9() 
を 定め る . さら に ① が > に つい て も 解け る な ら ば , 関数 gz) は 逆 
関数 を も つ . この と き , 曲線 7/(z, め ) ニ 0 は テ 9(z) の グラ フ 
で あり , (5) で 求め た 曲線 7/(》, >) 三 0 は , この 逆 関数 の グラ フ と 
な る . 


ク Z6 


@G. 選 図形 の 変形 

(放物線 は , みな 相似 ) 

2 ギ 面 中 で ,, E(z。 ヵ ん ) と する と 。 

(1) Pi(2z, 2) は , P を ヶ x 軸 方 向 に 
2 倍 の 位置 に 伸ばし た 点 

(2) Pz(z, 2 ヶ ) は , P を ? 軸 方 向 に 
2 倍 の 位置 に 伸ばし た 点 

(3) Pa(2z。22) は 原点 を 相似 の 中 
心 と し て , 2 倍 に 拡大 し た 点 


* で ある . それ で は ,。 方 程 式 7( ヶ 。 の =0 
で 表 さ れる xy 平面 上 の 曲線 C に 対し , 


1) 2z。 のり =0 

(2) 7z,。22)= テ 0 

(3) 7(2z。22)= テ 0 
は , それ ぞ れ どん な 曲線 を 表す で あろ うか ? (1), (2), (3) は どれ 
も 似 た よう な も の だ か ら , (1) の 場合 を 一 般 化 し た 次 の 定理 を 証 
明 し よう . 


[定理 ] 曲線 C:7(z, の ) ニ 0 に 対し , これ を ヶ 軸 方 向 に Z 
倍 に 伸ばし た 曲線 C" は , 方 程 式 

(ぶり 
で 表 き さき れる. た だ し , は 0 で な い 実 数 と する . 


証明 : 点 (z, ヶ ) を , z 軸 方 向 に Z 倍 に 伸ばし た 点 を , ( ズ , ) 
DR 二 ら 
9 
アー ッ 
と いう 関係 が ある . よっ て , 
点 ( ズ 。 ) が C' 上 に ある 
“っ 点 ( の の = 
が C 上 に ある 


の 孝 婦 =0 


IiG あ の 
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ゆえ に , C' は , 方 程 式 


で 表 さ れる . 
こと こ で 証明 され た こと を 応用 し て , 放物線 
7 一 ク 20 議 NE リージ 
の 関係 を 考え て みよ う . 
用 の 方 程 式 は , 互 の 方 程 式 に お いて , 


り の か わり に す 


と お いた も の に ほか な ら な いか ら ,。 用 は , 
互 を ? ヵ 軸 方 向 に 2 倍 に 伸ばし た 


も の と 考え る こと が で きる 。. 
一 方 , 万 の 方 程 式 に お いて 
* の か わり に 72 ァ 
と お いて も , 用 の 方 程 式 が 得 ら れる か ら , 
万 は , 


を z 電 方 向 に 方 倍 伸ばし た 


も の で ある と も いえ る . 
さら に また , 万 の 方 程 式 に お いて 


ァ の か わり に 2 ヶ z 
ヶ の か わり に 2 ヶ 2 
と お いて も , 必 の 方 程 式 が 得 ら れる の で , 
は , 
及 を 原点 を 相似 の 中 心 と し て 訪 倍 に 相 
似 拡大 し た 
も の と 考え る こと も で きる . 
一 般 に , ッ テ gz*(2 キ 0) は 。 2 テ ァ ” に お い 
5 


析 の か わり に Z ァ 

ヶ の か わり に gy 

を 代入 する こと に よっ て 得 ら れる か ら , 放 物 
線 g 王 oz” は , og の 値 に よら ず 放 物 線 ヵ ニ ァ * 
に , 相似 で ある . 
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) (@. 記 共通 弦 の 方 程 式 ( 
2 つの 円 の 方 程 式 


(* 一 の * 十 (ター の )*ー ァ 7“ テー0 


( ァ ー の )* 十 (カー の )*ー ァ ダテ 0 
に 対し ,。①ー②⑫ を 作る と 


と な る 。, 


2(〆ーg の ァ 十 2( が 一 の 2 十 の 十 ゲー7 ア ターg の ター の デキ デー0 …③ 
を 表す ( 図 1). 


2 円 ①, ② が 2 点 A, B で 交わ る と き , ③ は 直線 AB (共通 弦 ) 
と は で き な い . 


2 円 が 共有 点 を も た な い と き , ③ を 2 円 の 共通 弦 と 考え る こ 


図 2 
この と き , 図 2 の よう に , 点 R(y。 ヶ ) か ら 円 ①, ⑨ に 引い た 接線 
の 接点 を それ ぞ れ S, T と する と , 
RS*=RP*-SP*=( ァ ー の "上 (ーー の "ー ゲ 


RT メーRQX 一 TOZ ニ ( ァ ー の )* 十 (一 6)* 一 の の 
が 成立 する か ら , ③ は 

RS=RT 
等 し いよ うな 点 R の 軌跡 を 表す . 


を 意味 する . すなわち , ③ は , 2 円 〇 , ② に 引い た 接線 の 長 さ が 


この よう に ,「 共 通 弦 」,「2 接線 の 長き さ が 等 し い 点 の 軌跡 」 と い 
う 2 つの 解釈 は 。 互いに 補い 合う も の と 言え る . 


) (@.3 平均 と その 図形 的 意味 ( 


正 数 。 y に 対し と を 相 加 平均 yy を 相乗 平均 と 呼ん 


だ . そもそも 「 平 均 」 と は 何だ ろう か . 試み に 次 の よう に だ 定式 化 
し て みよ う . ヶ , ヵ >0 に 対し て 定義 され た 関数 /(>。 2) が , 
7(Z。 ァ ) ニ ァ 
(*) {7(z。 の = が (2, ?) 
みみ ペッ ーー みく 7(Z。 2 の の 
を 満た す と き , 7(z, ?) を 平均 と 呼ぶ . 
例え ば 


の (ps 29 プア ( ァ , 2) ニ た 生 


は (*) を 満た す (生生 後者 を 2 乗 平均 と いう ). 
ここ で , 6 と お く と , , ヶ の 調和 平均 < は 


9(②= テ (の ⑦+9?) 


か ら 定 まる 数 で あり , また 2 乗 平均 は 9(z) ニ xy? と し た も の に 
他 な ら な い 。 対数 関数 9(z) ニ logz を 用 いる と , 相乗 平均 も こ 
の 形式 で と ら え られ る . 
さら に 下図 に お いて , 直線 AQ が 
i) OA を 直径 と する 円 , 
ii) A を 中 心 と し て B, C を 通る 円 , 
拓 ) 直線 BC 
の それ ぞ れ と 交わ る 点 を Ri。R ぁ 。 Rs 
(2 の っ 
ARi 王 “AP と AOQ の 相 加 平均 " 
AR。 三 “AP と AO の 相乗 平均 " 
AR。= “AP と AOQ の 調和 平均 " 
が 成り 立ち , 特に 3 平均 の 大 小関 係 が 
わか る . 


8 の 


)  (@. 局 が (Z, の >0 の 表す 領域 ( 


具体 的 な 例 を 通し て 見 た よう に 
( eg B.133, B.134), 整 式 (z。 2) 
に 対し , 不等式 


万 ( ァ ,。 ヶ )>0 ss ① 
の 表す 領域 の 境界 は , 方 程 式 

思 ( の 。 7 の 7 デ 0 。 …… ② 
の 定め る 曲線 で あっ た . 


この 事実 を 厳密 に 示す の は 意外 に 
大 変 で ある . ここ で は , 次 の よう に 直 
観 的 に 考え て みる . 

「 境 界 」 と は 何 か . それ は 平面 上 を 動く 点 P(z, ヶ ) が 条件 ① を 
満た す 状 態 か ら 満た さ な い 状態 に 変っ た 瞬間 に お ける P の 位置 
を 集め た も の で ある . ここ で 「① を 満た さ な い 」 と は , (>, 9?) 
0 また は (>,。 2 ヶ ) く 0 と いう こと で ある が ,。① を 満た さ な く 
な っ た 瞬間 に は , (>,。 ヶ )0 と な っ て いる に 違い な い . し た が 
っ て ① の 表す 領域 の 境界 は ,② で 与え られ る . 

(>, ? ヶ ) が 整 式 の 場合 に は , 上 記 の 考察 の 中 の 欠陥 (た と え 
ば , 「 点 (z。 2 ヶ ) が 動く と き (z,? ヶ ) が 正 の 値 か ら 直 接 負 の 値 に 
ジャ ンプ し て し まう か も 知れ な い 」「⑨② は 曲線 で な く 領 域 か も 知 
れ な い 」 な ど ) を 補っ て 厳密 な 証明 を 完成 する こと が で きる . 

し か し , (>, ?) が 分 数 式 や 無理 式 な ど に な る と , 事情 が 違 
う . と いう の は , 点 (, ヶ ) は , 分 数 の 分 母 が 0 に な ら ず , また 平 
方 根 の 中 が 負 に な ら な いよ うな 範囲 し か 動け な い の で , 関数 
(>, ヶ ) の 定義 域 を 考慮 し な けれ ば な ら な く な り , 定義 域 の 境 
界 が 現れ る の で ある . ( s 宮 B.131, B.132) 

この よう な わけ で , まず 「 一 般 論 に 頼っ て 思考 の 節約 を し よ 
う 」 と いう 態度 は 。 この 場合 いさ きめ られ な けれ ば な ら な い . ま 
た , 純粋 の 知 的 興味 か ら に せよ , 極度 の 「 一 般 論 偏執 病 」 に も 注 
葉 じじ だ た 方 が よい 。 
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) 5. 民 関数 , 変換 , 写像 , … ( 


高校 以上 の 数 学 で は , 中 学 で 学ん だ 「 関 数 」 以 外 に ,「 変 換 」, 
「 写 像 」 と いう 語 が 頻繁 に 登場 する . どれ も 実質 的 に は 違わ な い 
の で , あま り , 神経 質 に 区 別 する 必要 は な い が , 安心 の た め に , 
ここ で きち ん と 整理 し て お こう . 


| [定義 ] 。 Y を 空 で な い 集合 と する . 

ズ の 任意 の 要素 > に 対し , これ に 対応 する の 要素 ? が 
た だ 1 つつ 存在 する と き , この 対応 を , か ら Y へ の 写像 
と いい , 記号 / な ど で 表 す 。 また , 写像 / に より ,。 2 が ァ ヵ に 
対応 する こと と を , ヶ テ ア (z) と 表す . 

と くに , , 巴 が 数 の 集合 で ある と き は , 写像 を 関数 と 
呼ぶ . 
また , ダー ア T の 場合 に は , 写像 を 変換 と 呼ぶ こと が ある 。 
厳密 に 書 こ うと する と , こん な 面倒 な 表現 に な る が , 数 学 に お い 
て , 実際 に 問題 と な る の は , 次 の よう な 場合 で ある . 

[ 例 1 ] > が 実数 値 を と っ て 変化 する と き の , 関数 ヵ ニ ァ ” は 

メニ アヤ ニー ア (実数 全体 ) と し て 。 か ら へ の 写像 で ある . 
例 2 | 実数 値 を と っ て 変化 する パラ メタ 7 で 表 さ れる 動 点 
P(7。 の ) は , メニ p (実数 全体 ) か ら ニテ"* (平面 全体 ) へ の 
写像 を 考え て いる こと に な る 。. 

[ 例 3 ] 点 P(z, ヵ ) が 平面 上 を 動く と きこ れ に 対応 する 動 点 
Q(z 十 ヶ 。 ァ ー?2) を 考え る こと は , ダー ニー ヤー? (平面 全体 ) と 
し て , デ か ら T へ の 写像 を 考え る こと に 相当 する . この よう 
な 場合 , 平面 上 の 点 の 変換 と いう . 
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) . グ 合成 関数 ( 


2 つの 関数 7(z), g(z) に 対し , (2(z)) を 合成 関数 と 呼び , 
7(g(z)) ニ の ァ ) 


1? /(z) ニ ァ *ー ァ ー1。 g( ァ >) ニ >” と する と, 
プア sg(y) ニ ッ パ ー ァ ター1 
9 の 7(x り 主 ( 王 タニ 1 リツ 
e 2 還 誠 ! 
2" 7Z) 三 バー15 の ⑦) ニ ァ + ニ , yz) ニ ー 
が g?=(z+ 全 ) ー1ー 壇 (の 1) 
Ro 7 51 
複雑 な 関数 も , 合成 関数 に 分 解 で きる と , 話 が 簡単 に な る . 
た と えば ぼ ば, 方程式 
sg(z) テ 0 
を 解く 場合 や , 関数 
ヶ デ デア sg( ァ ) 
の 値 域 を 求め る 場合 , 議論 を 分 割 す る こと が で きる . 
また , 与え られ た 関数 /(z) を 
7(z)= の cg(Zz) (の は? ヶ の 逆 関数 ) 
の よう に 分 解す る と いう 発想 は , 数 学 の 様々 な 分 野 に 現れ る 
( mg C.4). 


@. 民 指数 の 定義 


有理 数 を な 72 は 整数 ) と 表す と き , 正 の 数 2 に 対し , 


の ーgz は 
の プー(72 )" また は ター ダ 27 
と 定義 され る と, 教科 書 に は 書い て ある し , 本 書 で も そう 述べ た 
(p.131) が , 果して 論理 的 に は これ で 十分 で あろ うか ? 
実は , 重大 な 欠陥 が ある . それ は , 有理 数 は , 分 数 と 同義 で な 


いこ と に 基づく . 具体 的 に いえ ば , 今 と 含 は 分 数 と し て の 見 


か け は 異な る が 同じ 有理 数 を 表す 。 し か し 
W207 だ 呈 (Wo 
が 同じ で ある か は , さ し あ た り , まっ た く 不 明 で ある . 
し た が っ て , 有理 数 を 指数 に も つ 「 べ き 」 が 定義 さ 8 れる た め に 
は , 一 般 に 正 の 実数 2 と 整数 7%。 2。 ヵ (7z キ 0) に 対し 
(Co070 ラ の だ た" 。 こ リド ^ (*) 
が 前 も っ て 証明 きれ て いる 必要 が ある ( 約 分 し て 等 し い 分 数 は , 
等 し い 「 べ き 」 を 与え る ). 
と ころ で , (*) を 証明 する に は , 両辺 が と も に 正 で ある こと に 
注意 し て ヵ 乗 し た も の どう し を 比較 すれ ば よい が , 
252 二 (62 0 旦 (00500o 二 が 
(9Z ) 本 "=ー92 ) グ =(《⑰2 )97=Z" 
より , た し か に (*) が 成り 立つ . 上 の 2 式 の 第 2 の 指数 の 変形 
で 整数 指数 に つい て の 指数 法則 を 使っ て いる . 
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) . 氏 指数 法 旭 


自然 数 。 z に 対し ,。 指数 法則 
ーー 2 畑 証 証 2oc こ COCOC ① 
(2⑦7ーg PCG コ DOCG ② 
が 成り 立つ . これ を 前 提 に し て , 2Z>0 の と き 有 理数 z。 〉 に つ 
いて も 


アレ ん 7Z ス ーー// 22 員 ] 
(2)*? ニ Z ツ OHCO [2] 
が 成り 立つ こと を 証明 し よう . 


[1 の 証明 
i) まず 。 yr,。?》 が 正 の 有理 数 で ある と する . 通 分 する こと に 
より , 自然 数 7z。 z。 ヵ を 用 いて 


De 当 の 
の 明 ヵ 
と 表 さ れる . この と き ① に より 
(の の ・ の )? ニ (2 の (の)2 ニ (27 )%・(927 )? 
ーー go. ゲー 7 


し か も る, グ の ・ の >0 で ある 。 レ た が つっ で 


よっ て ,。 ァ >0, ヶ >0 の 場合 に つき [1] が 示さ れ た . 

ii) ヶ >, ヶ の 少な く と も 一 方 が 0 で ある 場合 は 。 ⑦ テ 1 か ら 
[1] は 明らか で ある . 

ii) >, ヶ の 双方 が 負 の と き は , ァ テ ー ア '。 デー9 と お け 
ば 。 >0。 の >0 で ある か ら , i ) に 示し た こと か ら 


2 ゲー の 
これ を 用 いる と , 
の "・ の ダー 1 上 ーー ーー 
の の 全 上 327 


と な り [1] が 示さ れる . 
iv) ァ >0, ヶ く 0 で ァ 十 92 放 0 で ある と き に は , テー と 
お け ば , 
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の ・ の サッ ー の ( テ 9 オダ 一 7 


・ の ター / テ 


Sl に 


の ツー 27・ の 7 
と し て [1] が 得 ら れる . 
v) くく 0。 ヶ >0, > 十 み 生 0 の 場合 は 。 ivy) と 同様 で ある . 
w) 最後 に , , ヶ が 異 符号 で 。 ァ 十 ヶ く 0 の 場合 に は 
ァ デ テー ダ の 。 2 デー の 
SKIE 70 7 が 異 符号 :G 2 の ジラ 0I で ある レ だ が ラ 
て , すでに 示さ れ た iv) と Y) の 結果 か ら , 


以上 i) Ci) より, ヶ 。 ヶ が 有理 数 で ある すべ て の 場合 に つ 
いて [1] が 証明 され た . 自 (場合 わけ が これ だ け 大 変 な の 
で , きち ん と 証明 する 教科 書 は , な い の で ある /) 


[2] の 証明 
簡単 の た め に ァ >0, ヶ >0 の 場合 の 証明 だ け を 記す (その 
気 の あ る 人 は , 場合 わけ を 実行 し て 完全 な 証明 を 書い て みよ ). 
自然 数 %。 ヵ 。 ム の を 用 いて 
4 
ヵ 9 
と お く . この と き , 〆 テ 6 ム と 書け ば ,。② を 用 いる と と に より 
(( の 9*=ー( の 0?= ニ (9 の 7) ニー が, 
が の ニー( の )2 ニ (9 の アー の 
し た が っ て 。, 
{(( の ) 引 ダテ [(( の の) 分 7 リー(297 三 の の 三 (97(2⑳7 王 の の 
一 方 , (2⑦*>0 で ある . すなわち , (29* は 2 の 正 の 72 
乗 根 で ある . 


(27\ー 外 /2 の 三 / の 22 王 の ツ | 
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) @. 1(@ 指導 関数 と 等 差 数 列 , 等 比 数 列 ( 


数 列 {2。) が 公差 ⑦ の 等 差 数 列 を な し て いる と き 。, 


w 王 2 の 2 王 1。 2。 3。 …… 
(SGS 
の + ュ ー277 
ー22z49g 一 の 2 99 王 の X 29 
KS の 


し た が っ て , 数 列 {g』j ニ {29 は , 公 比 27 の 等 比 数 列 を な 
す . 

逆 に , 数 列 {gi が 公 比 と の 等 比 数 列 を な し て いる と き , 

gz 王 logs の 22 王 1。 2。 3。・……… 
を 朱 く と 
の zm 王 lOgz の 
三 logz( み 7/) 三 logz みみ 十 logs ケー の , 十 logz ア 
と な る . 

し た が っ て , 数 列 {2) は 公差 が og ヶ の 等 差 数 列 に な る . (た 
だ し , 後半 の 議論 は , 高校 に お ける 対数 の 真 数 が 正 の 数 に 限定 さ 
れる の で , 厳密 に いう と , みみ >0 と いう 付帯 条件 を つけ て お か な 
けれ ば な ら な い .) 

この よう に , 等 差 数 列 と 等 比 数 列 は , 指数 ・ 対 数 関数 を 通し 
て , 互い に 結び つけ られ て いる . 


[自然 数 の 列 ] 
Il 2 た 98 4。 OL 
は , 公差 1 の 等 差 数 列 を な し て いる の で , これ を 指数 に も つ 累 
乗 の 列 
の の 2 23。 の 人 GO 
は 公 比 2 の 等 比 数 列 を な す . 
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[負数 を 指数 に も つ 累 乗 の 定義 ] 


3 1 ー2 一 1 人 夫 PPPCCC | 

2 の 2 2 の 2 2 233 は , 等 差 数 列 
PPOCCO 939 王 め | 此 0。 ] 剛 の PPECCCD 

に 対応 する 列 


らっこ O の の の 選 エ 2 の 人 の 23 OOC つ 
が 等 比 数 列 を な す よ うに 作ら れ て いる . 等 差 数 列 


1 3 
0, の ? 1。 の ? 2。 に の 


人 
に 対応 する 数 列 
20, 23, 21 2 22、…< 
や 
20。 28。 28。 2 28 2 25 …… 
が 等 比 数 列 を な すべ き で ある と 考え れ ば , 
22 一 /2 25 一 り 2。 2 一 お 。 ニー 
と いう 定義 に も 納得 が いこ う . 


公差 一 の 等 差 数 列 
0 紹 2 基 朋 72 一 1 
う 272 772 7272" 3 
ュー ンー 大 ec 
公 比 ダ 2 の 等 比 数 列 
20 2 あ 。 5 。 2 > 分 生 。 


中 中 | | 
2 (92020 NT 2 


28@ 


) (@. 関数 の 周期 性 ( 


任意 の 実数 > に 対し て 
(の 二 の 呈 刀 の) na。。eo 00 

が 成立 する と き , 0 で な い 定 数 ヵ を 関数 /(z) の 周期 と いい 。 周 
期 を も つ 関 数 を 周期 関数 と いう . た と えば , ysinz や zーcos 
ァ は 周期 土 2z。 土 47Z。 …… を も つ . また g 三 tanz の 場合 は 
「 任 意 の ヶ に 対し て 」 と いう わけ に は いか な い が , 「 両 辺 が 意味 
を も つ 限 り 成 立 す る 」 と いう 意味 で 。 ヵ ー キ z, 土 27,。 …… を 周 
期 と いう . 

正 の 周期 の 中 で 最小 の も の を 基本 周期 と いう . 基本 周期 を 
用 いる と, 

ヵ は ( ヶ ) の 周期 を - 憲 の は の 0 で な い 整 数 倍 

が 成立 する . 

さて , sin を 。 cos (を 三 0。 1。 2。 …… ) は どれ も 周期 2z を 
も つか ら 


y 
(2xsim 太 十 cosS な cy) 。 。 の 2) 


と 表 さ れる 関数 も 周期 27 を も つ . ここ で 2。。 (を 王 0, 1, 2, 
…… , パ ) は どの よう な 実数 で も よい . また 逆 に , 周期 2z を 持つ 
関数 7/(z) が 与え られ た と き , が (y) を (2) の 形 の 関数 で 近似 する と 
いう 考え 方 が ある . これ は フー リ ェ (J.B.J.Fourier 1768 て 
1830) が 熱 伝導 の 問題 に 応用 し た 仕事 に 端 を 発する の で フー リ 
ェ 解 析 と 呼ば れる が , シン セ サ イ ザ な ど に よる 音声 合成 の 原理 
と し て も お な じみ で あろ う .。 
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(@G.] 選 3 次 関数 の 標準 化 


2 次 関数 ヵ ニ gz* 十 z 十 上 の グラ フ を , その 頂点 が 原点 に 来る 
よう に 平行 移動 する と 。 ヶ 一 gz? の グラ フ と な る . そこ で 3 次 関 
数 

ッ ー ア (>) ニ 275 十 622 二 cz 二 9 0 ……… ①) 
を 適当 に 平行 移動 し て , 関数 形 を 単純 化す る こと を 考え る . まず 
2 次 関数 の 平方 完成 を まね て 


補語 みた 


3 
し GSR 人 
ッ ーg ダ * 十 の C 双 二 の ′ (CC。 の は 2 の, の,。 c,。 の で 表せ る ) 
と いう 形 に な り , さら に アー ニッ ー の と お く と 
アーo2X“ 十 C 丸 eaiaie (2) 
と な る . すなわち , (1) の グラ フ を 平行 移動 する と (2) の グラ フ に な 
る . ここ で (2) の グラ フ に 関し て 次 の こと が いえ る 。. 


1* 原点 に 関し て 対称 で ある . 

2" 2 と の @ の 符号 に よっ て グラ フ の 形状 が 分 類 さ れる. ( 下 
図 ) 

3” Y 軸 を 境目 に し て グラ フ の 凹凸 が 変わ る . 


特に 1? に より , (1) の グラ フ 
は 点 P( 一 3 ち 有 ー 3 )) に 関 


し て 対称 で ある こと が わか る 
この 点 P は 「 数 学 II」 に お いて 
学ぶ 「 変 曲 点 」 で ある . 
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) (G.18 4 次 関数 の グラ フ の 分 類 ( 


4 次 関数 
の 三 の * ギ 2Fcz 二 みみ +T の YY" ①) 
の グラ フ を 考え る . 
の ー0 と な る 点 の 座標 は , 
4260EE8 の 2267EEZ 0 症 四 2 (2②) 


の 実数 解 と し て 定まる . (2) は 3 次 方 程 式 だ か ら そ の 実数 解 は 


1" た が い に 異 な る 2" 2 重 解 と 単 解 
3" 1 つの 単 解 4” 3 重 解 


の いずれ か で ある . それ ぞ れ の 場合 の グラ フ の 概 形 を 例 を 用 い 
て 示 そ う . 
1]' の 場合 ダ の 場合 3 の 場合 


74 9 


9 ッ ーッ パー 14x? 十 45z* ッッ パー4z? ッ デ ーッ "一 6x“ 一 72z 
ず の 場合 4 
し た が っ て 4 次 関数 の グラ フ は 一 般 に (2 次 関数 

の よう に ) 線 対称 で は な く , また 3 次 関数 の よう 

に (w 守 - C.12) 点 対称 で も な い . 
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-) (@G.2 商 ( 分 数 ) の 微分 公式 ( 


ァ の 関数 z 三 z(z), 2 王 の (z) が , と も に 微分 で きる と き , 
り キ 0 の 範囲 で は 。 (ーー も 彼 分 する こと が で き , 


ィ ー タダ ( 々 )9( ァ )ー(Z) が (Z) 
ア (の ニタ ンー 光 


だ SU 
分 数 の 微分 = て 分子 の 微分 ) 昌一) x (分 母 の 微分 ) 


と な が る. 
この 公式 は 。 指導 要領 で は 除 か れ て いる が , 修得 し て いる と 好 
都合 で ある こと も 多い . そこ で , 微分 の 理解 の 深化 を か ね て これ 
を 証明 し よう . 
その た め の 和 準備 と し て , まず , 公式 
1 ノ / 
(ee | 。 ュ 
を 示す . ZZ キ 0 と し て 


1 ] 1 1 回 2 りみ (7H22) 
zz( ァ 十 イ ァ ) oz(z)) 4 ァ >  g(z 二 4 ァ )2( ヶ ) 
の ー1 _ が ( ァ 十 グ プ ァ )ー が ( ヶ ) 
ー が ( ァ 十 グ ァ )z() グ ァ 


CS) 
と こ で グイ ァ ー ラ > 0 と する と , 上 の 公式 ① が 得 ら れる . 
する と , この 公式 と 積 の 微分 の 公式 を 用 いる こと に より 


ァ ⑦=lz⑦ っ ) 


2 中 素 I 順 半 M 
三 ( ァ )・ の の の 6 


omo 生 細 


_ (Z)g( ァ )ー zz(Z) の ( 々 ) 
記 の (>)* 


が 導 か れる . 


ク 92 


) @. 局 商 の 微分 公式 の 応用 例 ( 


前 項 で 学ん だ 公式 を 用 いて , 公式 


の カ ァ カー1 
の 4 グ が が : 
42 


が 。z が 負 の 整数 の 場合 に も 成り 立つ こと を まず 証明 し よう . 
プア (z) デ ァ "。 2 デー 
と お く と 。 zz は 正 の 整数 で 
は 
で ある か ら , 前 項 の 商 の 微分 公式 (あるいは, その 特別 の 場合 で 


ある 公式 ①) に より 


0 メ ァ デー1X zz 5 


(>) デ (x の 9* mr 2 
テー の アー 
と な る . 右辺 に 現れ る を ,。 元 の ヵ で 書き な お せ ば 
げ (?) 三 zz 


この 公式 を 応用 し て , 高校 数 学 。 と り わ 
け 入 試 に よく 現れ る 関数 


ま 際 
ーッ ン 十 際 


の 増減 を 調べ て みよ う . 上 の 公式 より 
@_]」_ 1 (ot に 
の の 2 2 
と な る か ら , 増減 表 は , 左 の よう に な る . 
これ に 基づい て , この 関数 の グラ フ が , 
次 の よう に 描け る . 
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) 加 .( 代 定 策 分 で 面積 が 求め られ る わけ ( 


定 積分 と 面積 の 関係 は A5.5 で 述べ られ て い 
る . し か し 図 1 の よう な 領域 の に 対し て , り の 
中 に 小さ な 正方 形 ( や 長方形 ) を いく つ 詰 めこ め 
る か と いう 直観 的 な イメ ー ジ を も っ て の の 「 面 
積 」 を 考察 する こと も で きそう で ある ( 図 2 ). 

そ と ぐ 九 2 の テッ ^ を 例 区 と りこ 7 デ /( の る ァ 
軸 。 ァ ー1 が 囲む 図形 ( 図 3) の 面積 を 上 の 考え 方 
に 従っ て 求め て みよ う . まず 


7x 三 7 ( 令 三 0 還 2 Ke 5 二 A) 


と お き 。, 分 点 0。 光 j5 の" 2 に り 区 間 0 ミ ァ 
= き 1 を 等 分 する . そし て 図 4 の 斜線 部 の 面積 
を Sy。 と する と 。 


sy= 7(zy(ze ビビ ィ ) 


_ 7 を YY1 (Wー1)M(2Wー1) 
200 WI 6 


で ある か ら , W を 限り な く 大 きく し て いく と 8 
は 次 第 な 二 に 近づく . すなわち , 図 3 の 斜線 部 


の 面積 は 評 で あり 。 A5.5 の 方 法 で 計算 し た 値 


8 = 

りみ = 3 
と 一 致す る . 
一 般 に 関数 7(>) に 対し て 

っ 216. 証 9 ee ① 
で 与え られ る 量 S。 を 考え よう . た だ し zz (4 ニー 
0。1。…… , W) は 区 間 2 ミ ァ ミ 5 を W 等 分 する 


点 と する ( 図 55. ここ で を 限り な く 大 きく する 


図 1 


29 タ 


と き に , S。 が 次 第 に 近づく 値 が 存在 する と し て , それ を と す 
る . ここ で 関数 7(x) の 原始 関数 , すなわち 

が *(y)ー( 々 ) 
を 満た す 関数 を 戸 (>) と する と き , 万 ( の 一 (2) が S に 一 致す 
る か どう か が 重要 な 点 で ある が , 関数 7(z) に 対し て 適当 な 性 質 
を 仮定 する と, 

Se が (0 デ A0 の 91) WW (② 
が 成立 する こと を 証明 する こと が で きる . 

実は , 微分 積分 学 の 基礎 理論 を 構築 する 際 に は , ある 便宜 的 理 

由 に よっ て ,。 定 積分 


り /(⑦) み 


は , (1) で 考え た 量 Sy の 極限 値 き の こと で ある と 定義 むせ する こと が 
多い . この 立場 か ら 一 般 的 関数 の 定 積分 の 理論 を 厳密 に 扱っ た 
の が リー マン (G.Riemann 1826-1866) で あっ た の で , S ぶ 。 を 
リー マン 和 と 呼ぶ 、 こ の と き (2) は , 平均 変化 率 の 極限 と し て 定義 
し た 概念 「 微 分 」 に 基づく 右辺 と , リー マン 和 の 極限 と し て 定義 
し た 概念 「 定 積分 」 に 基づく 左辺 が 一 致す る と いう 等 式 と な り , 
微分 積分 学 の 基本 定理 と 呼ば れ て いる . 
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各 項 目 の 事 項 を 記載 し て ある 箇所 を 示す の に , 
A 篇 (基礎 理論 ) に 関し て は , 小節 の 番号 と 共に ( ) 内 に ペー ジ も 


ク 9 ら 


B 篇 (演習 問題 ), C 篇 ( 探 完 ) に 関し て は , 当該 番号 の み を 示し て 


記し て お いた . 
ある . 
移動 (図形 の ) C.1(274) 


1 次 不等式 の 表す 領域 A1.9(24) 
一 般 解 


三角 方 程 式 の ーー  A2.3(87) 
一 般 角 A2.1(79) 
ー 一 と 動 径 の 位置 A2.1(79) 
z 乗 根 A3.2(128) 
ーー の 計算 公式 A3.2(130) 
ーー の 大 小 A3.2(130) 
円 の 接線 A1.6(17) 


円 と 直線 の 位置 関係 ~A1.6(16) 
円 
ーー の 方 程 式 A1.5(14) 
ーー の 内 部 ・ 外 部  A1.9(23) 
扇形 の 弧 の 長き さ ・ 面 積 A2.1(79) 


弦 か 箇 


解析 的 方 法 (軌跡 を 求め る ) 
A1.13(29) 


回 転 体 
ーー の 体積 A5.7(217) 
外 分 点 A1.1(3) 
下端 (積分 の ) A5.3(209) 
加法 定理 A2.4(89,91) 
関数 C.6(281) 
ーー の 周期 性 C.11(288) 
関数 の グラ フ A4.11(170) 
ーー と 不等式 の 表す 領域 
A1.9(23) 
ーー の 増減 A4.9(165) 
ーー の 値 域 A4.11(169) 
幾何 的 方 法 (軌跡 を 求め る ) 
A1.13(29) 
奇 関数 と 定 積分 A5.4(211) 
極限 ( 値 ) A4.1(152) 
ーー の 定義 A4.1(152) 
ーー の 記号 A4.1(152) 
極小 ( 値 ) A4.9(166) 
曲線 
ーー 一族 A1.12(28) 
ーー の 方 程 式 A1.3(8) 
極大 ( 値 ) A4.9(166) 
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極 値 A4 9(167) 
の 必要 条件 A4.9(168) 
距離 ( 2 点 間 の ) A1.2(7) 
ー 一 ( 点 と 直線 の ) A1.4(14) 
逆 関数 C.1(275) 
共通 弦 (円 の ) A1.7(19),C.3(278) 
偶 関 数 と 定 積分 A5.4(211) 
ジン ル ジ 
eg 関 数 の グラ フ , 7e ヵ os(31) 
原始 関数 A5.1(206) 
減少 A4.9(165) 
合成 (関数 の ) C.7(282) 
ーー( 三 角 関 数 の ) A2.4(92) 
弧 度 法 A2.1(78) 
細 さ 稀 
座標 A1.1(2) 
ー 一 平面 A1.2(5) 
三角 関数 
ーー の 定義 A2.2(81) 
ーー の 基本 関係 A2.2(82) 
ーー の 公式 A2.5(93) 
ーー の グラ フ A2.3(84) 
ーー の 合成 A2.4(92) 
ーー の 周期 性 A2.3(84) 
ーー の 性 質 A2.3(83) 
三角 方 程 式 A2.3(87) 
3 次 関数 A4.12(172) 
ーー の 標準 化 C.12(289) 
ーー の グラ フ の 概 形 
A4.12(172) 
指数 関数 A3.4(133) 
ーー の 底 A3.4(133) 


指数 の 定義 A3.1(124), A3.3(131) 


C.8(283) 
指数 法則 A3.1(124), A3.3(132) 

C.9(284) 
始 線 A2.1(79) 
写像 C.6(281) 
重 解 

ーー の 定義 A4.11(170) 

ーー 一 と 導 関 数 A4.11(170) 
周期 (関数 の ) C.11(288) 
周期 性 A2.3(84),C11(288) 
重心 A1.2(6) 
象限 A1.2(5) 
上 端 (積分 の ) A5.3(209) 
商 (分 数 ) の 微分 公式  C.14(291) 

C.15(292) 
常用 対数 A3.5(137) 
真 数 (対数 の ) A3.5(135) 
垂直 ( 二 直 線 の ) 条 件 _A1.4(13) 
数 直線 A1.1(2) 
正弦 関数 A2.2(81) 
正 接 関数 A2.2(81) 
正 領域 A1.9(24) 
積分 区 間 A5.3(209) 
積分 定数 A5.1(207) 
積 を 和 ( ま た は 差 ) 

に 変え る 公式 A2.5(93) 
積分 変数 A5.3(209) 
接線 A4.8(164) 

ーー の 傾き と 微分 係数 カ / 

の 公式 / か カ 

円 の 一 一 A1.6(17) 

接点 A4.8(164) 
0 乗 (定義 ) A3.1(126) 


増加 A4.9(165) 
増減 表 A4.10(168) 
増分 A4.6(158) 
速度 。 加速 度 A4.11(171) 


入 た 移 


対称 点 A1.2(5) 
対数 A3.5(134) 
ーー の 定義 A3.5(135) 
ー 一 関数 A3.6(138) 
ーー の 公式 (法則 ) A3.5135) 
ーー の 大 小 A3.5(137) 
多重 解 A4.11(170) 
単位 円 A2.2(80) 
単 詩 A4.9(166) 
値 域 (関数 の ) A4.11(169) 
中 点 の 座標 A1.2(6) 
直線 
ーー の 傾き A1.4(10) 
ーー の 方 程 式 A1.4(9) 
底 (指数 , 対数 の ) A3.4(133) 
ーー の 変換 公式 A3.5(136) 
定数 関数 A4.7(161) 
定 積分 A5.3(209) 
ー 一 と その 記号 A5.3(209) 
ーー の 性 質 A5.4(210) 
ーー と 面積 C.16(293) 
の 応用 A5.6(215), 
A5.7(217), A5.8(218) 
ーー の 線型 性 A5.4(210) 
点 と 直線 と の 距離 A1.4(14) 
導 関 数 
ーー の 定義 A4.6(160) 
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ーー の 記号 A4.6(160) 
の 応用 A4.11(169) 
動 径 A2.1(79) 
ド ・ モ ル ガ ン の 法則  B.133[ 注 ] 
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ふじ た ひろ し 


宏 

明治 大 学 理工 学部 教授 , 東京 大 学 理学 部 名 准 教 授 
学生 時 代 に すでに 数 学 教育 の 重要 性 を 認識 。 本 
書 の 前 身 「 東 大 へ の 数 学 」 を 執筆 研究 教育 ・ 学 
術 行 政 の 要職 の 合間 を ぬっ て , 数 学 教育 国際 委員 
会 日 本 代表 , 文部 省 教 育 課程 審議 会 委員 , 数 学 オ 
リン ピッ ク 財 団 理事 長 な ども 歴任 され , 数 学 教育 
に 関し 国際 的 ・ 国 内 的 に 活躍 し て いら っ し ゃ いま 
95 


な が お か りょう すけ 

岡 亮 介 

大 東 文化 大 学 法学 部 教授 

「 東 大 に 入っ て 最も 良かっ た こと の 1 つ は 藤田 

宏 先 生 に めぐ りあ えた こと 」 と いう こと で 。「 大 学 
へ の 数 学 」 と の 出会い も , 藤田 ゼミ 時 代 . 技術 的 
数 学 に 飽き た ら ず , その 意味 を 求め て 「 数 学 史 と 
数 学 教育 に さま よい 込ん だ 」 と いう こと で , 今 で 作詩 9 
は 「 算 味 は 数 学 教育 」 だ そう で す . 0 

東大 や 早 大 で も 講義 を な さっ て いる の で , 先輩 

た ち に は , 先生 に 習っ た 人 も いる か も し れ ま せん 

中 ん 


な が お か や す ょ ふみ 
久 ヾ 


台 予 備 学 校 教科 専任 講師 

大 学 を 出 て , 最初 は , 駿台 甲府 高校 で 教え て い 
らっし ゃ っ た の で す が , いま は 有名 な 「 ス ンダ イ 」 
の 先生 で す . 若い 情熱 と 誠実 な 教え 方 で 。 生徒 の 
信頼 と 尊敬 を 集め て いら っ し ゃ いま す . 

受験 指導 の 現場 を 数 多く 経験 し た 立場 か ら “ 使 
いや すく ” “わか りや すい ”「 大 学 へ の 数 学 」 の た 
め に 多く の 提案 を 出し て 頂き まし た . な お , 先生 
は 長岡 亮介 先生 の 弟 さ ん で す . 
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